


[Mitchell , 1997J 给出了
一个更形式化的定义假

设用 P 来评估计算机程序
在某任务类 T 上的性能，
若一个程序通过利用经验

E 在 T 中任务丰获得了性
能改善，则我们就说关于
T 和 P， 该程序对 E 进行
了学习

例如[Hand et a l., 2001]. 

第 1 章 绪 论

1. 1 引言

傍晚小街路面上沁出微雨后的湿润，和熙的细风吹来，抬头看看天边的晚

霞7 嗯，明天又是一个好夭气.走到水果摊旁，挑了个根蒂蜷缩、敲起来声音浊

响的青绿西瓜，一边满心期待着皮薄肉厚瓢甜的爽落感，一边愉快地想着，这学

期狠下了工夫，基础概念弄得清清楚楚，算法作业也是信手拈来，这门课成绩一

定差不了!

希望各位在学期结束时有这样的感觉.作为开场，我们先大致了解一下什

么是"机器学习" (machine learning). 

回头看第一段话，我们会发现这里涉及很多基于经验做出的预判.例如，为

什么看到微温路面、感到和风、看到晚霞，就认为明天是好天呢?这是因为在

我们的生活经验中已经遇见过很多类似情况，头一天观察到上述特征后，第二

天天气通常会很好.为什么色泽青绿、根蒂蜷缩、敲声浊晌，就能判断出是正

熟的好瓜?因为我们吃过、看过很多西瓜，所以基于色泽、根蒂、敲声这几个

特征我们就可以做出相当好的判断.类似的，我们从以往的学习经验知道，下足

了工夫、弄清了概念、做好了作业，自然会取得好成绩.可以看出，我们能做出

有效的预判?是因为我们已经积累了许多经验，而通过对经验的利用?就能对新

情况做出有效的决策.

上面对经验的利用是靠我们人类自身完成的.计算机能帮忙吗?

机器学习正是这样一门学科，它致力于研究如何通过计算的手段，利用经

验来玫善系统自身的性能在计算机系统中，"经验"通常以"数据"形式存

在，因此?机器学习所研究的主要内容，是关于在计算机上从数据中产生"模

型" (model) 的算法，即"学习算法" (learning algorithm). 有了学习算法，我

们把经验数据提供给它，它就能基于这些数据产生模型;在面对新的情况时(例

如看到一个没剖开的西瓜)，模型会给我们提供相应的判断(例如好瓜).如果说

计算机科学是研究关于"算法"的学问，那么类似的，可以说机器学习是研究

关于"学习算法"的学问.

本书用"模型"泛指从数据中学得的结果有文献用"模型"指全局性结

果(例如一棵决策树)，而用"模式"指局部性结呆(例如 A条规则).
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有时整个数据集亦称一

个"样本"因为它可看
作对样本空间的一个采样，
通过上下文可判断出"样

本"是指单个示例还是数
据集

训练样本亦称"如11练示

例" (training instance) 或
"切|练例"

学习算法通常有参数需
设置，使用不同的参数值
和(或)训练数据，将产生
不同的结果

将 "Iabel" 译为"标

记"而非"标签"是考
虑到英文中 ".Iabel" 既可
用作名词、也可用作动词

第 1章绪论

1.2 基本术语

要进行机器学习，先要有数据.假定我们收集了一批关于西瓜的数据，例

如(色泽=青绿;根蒂=蜷缩;敲声=浊响)， (色泽=乌黑;根蒂:稍蜷;敲声=沉

闷)， (色泽=浅自;根蒂t硬挺;敲声=清脆)，……，每对括号内是一条记录，

"_，，意思是"取值为"

这组记录的集合称为一个"数据集" (data set)，其中每条记录是关于一

个事件或对象(这里是一个西瓜)的描述，称为一个"示例" (instance) 或"样

本" (samp1e). 反映事件或对象在某方面的表现或性质的事项，例如"色泽"

"根蒂" "敲声"，称为")副主" (attribute) 或"特征" (feature); 属性上的取

值，例如"青绿" "乌黑"，称为")副主值" (attribute va1ue). 属性张成的空

间称为"属性空间" (attribute space) 、 "样本空间" (samp1e space)或"输入

空间"例如我们把"色泽" "根蒂" "敲声"作为三个坐标轴，则它们张成

一个用于描述西瓜的三维空间，每个西瓜都可在这个空间中找到自己的坐标位

置.由于空间中的每个点对应一个坐标向量，因此我们也把…个示例称为一个

"特征向量" (feature vector). 

一般地，令 D = {Xl， 町"..， Xm} 表示包含 m 个示例的数据集，每个

示例由 d 个属性描述(例如上面的西瓜数据使用了 3 个属性)，则每个示例

Xi = (X i1; Xi2; . . . ; Xid) 是 d 维样本空间 X 中的一个向量， Xi ε X ， 其中 Xij 是

凯在第 j 个属性上的取值(例如上述第 3 个西瓜在第 2 个属性上的值是"硬

挺" ), d称为样本院的"维数" (dimensionality). 

从数据中学得模型的过程称为"学习" (le缸ning)或"训练" (training) , 

这个过程通过执行某个学习算法来完成.训练过程中使用的数据称为"训练

数据" (training data)，其中每个样本称为一个叮11练样本" (training samp1e) , 

训练样本组成的集合称为"训练集" (training set). 学得模型对应了关于数据

的某种潜在的规律，因此亦称"假设" (hypothesis); 这种潜在规律自身，则称

为"真相"或"真实" (ground-truth)，学习过程就是为了找出或逼近真相.本

书有时将模型称为"学习器" (learner)，可看作学习算法在给定数据和参数空

间上的实例化.

如果希望学得一个能帮助我们判断没剖开的是不是"好瓜"的模型，仅

有前面的示例数据显然是不够的要建立这样的关于"预测" (prediction) 的

模型，我们需获得训练样本的"结果"信息，例如"((色泽:青绿;根蒂二蜷缩;

敲声=浊响)，好瓜)" .这里关于示例结果的信息，例如"好瓜"，称为"标

记" (labe1); 拥有了标记信息的示例，则称为"样例" (examp1e). 一般地，用
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若将标记看作对象本身
的一部分，则"样例"有
时也称为"样本"

亦称"负类"

亦称"测试示例"

(testing instance) 或"测
试例"

否则标记信息直接形成

了簇划分，但也有例外情

况，参见 13.6 节
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(Xi ， Yi) 表示第 4 个样例 7 其中执 εy 是示例 Xi 的标记， Y 是所有标记的集合，

亦称"标记空间" (label 吕叩pa肮ce叫)或"输出空间

若我们欲预测的是离散值，例如"好瓜" "坏瓜"，此类学习任务称为

"分类" (classification); 若欲预测的是连续值?例如西瓜成熟度 0.95、 0.37 ，

此类学习任务称为"回归" (regression). 对只涉及两个类别的"二分

类" (binary cl嗣sification)任务，通常称其中一个类为 "Æ类" (positive cl甜的?

另一个类为"反类" (negative class); 涉及多个类别时，则称为"多分

类" (multi-class classificatio叫任务.一般地，预测任务是希望通过对训练

集 {(X1' Y1) , (X2 , Y2) ,..., (Xm, Ym)} 进行学习，建立一个从输入空间 X 到输出

空间 y 的映射 f: X 叶 y. 对二分类任务，通常令 Y = {-1 ，十 1} 或 {O ， l}; 对

多分类任务， IYI >2; 对回归任务， Y= lR，lR为实数集.

学得模型后，使用其母行预测的过程称为"测试" (testing)，被预测的样本

称为喇试样本" (testing sample). 例如在学得 f 后，对测试例 X， 可得到其预

测标记 ν = f(x). 

我们还可以对西瓜做"聚类" (clustering)，即将训练集中的西瓜分成若干

组，每组称为 A个"簇" (cluster); 这些自动形成的簇可能对应一些潜在的概念

划分，例如"浅色瓜" "深色瓜

程有助于我们了解数据内在的规律?能为更深入地分析数据建立基础.需说明

的是，在聚类学习中，"浅色瓜" "本地瓜"这样的概念我们事先是不知道的，

而且学习过程中使用的训练样本通常不拥有标记信息.

根据训练数据是否拥有标记信息，学习任务可大致划分为两大类"监督

亦称啃导f币学习"和 学习" (supervised learning) 和"无监督学习" (unsupervised learning)，分类
‘无导师学习

史确切地说，是"未见

示例" (unseen instance). 

现实任务中样本空间的

规模通常很大(例如 20 个

属性1 每个属性有 10 个可
能取佳，则样本空间的规

模已达 1020 ).

和回归是前者的代表，而聚类则是后者的代表.

需注意的是，机器学习的目标是使学得的模型能很好地适用于"新样本"，

而不是仅仅在训练样本上工作得很好;即便对聚类这样的无监督学习任务，我

们也希望学得的簇划分能适用于没在训练集中出现的样本.学得模型适用于

新样本的能力，称为"泛化" (generalization)能力.具有强泛化能力的模型能

很好地适用于整个样本空间.于是，尽管训练集通常只是样本需间的一个很小

的采样，我们仍希望它能很好地反映出样本空间的特性，否则就很难期望在训

练集上学得的模型能在整个样本空间上都工作得很好.通常假设样本空间中全

体样本服从 A个未知"分布" (distribution) Ð， 我们获得的每个样本都是独立

地从这个分布上采样获得的，即"独立同分布" (independent and identically 

distributed，简称 i.i.d.). 一般而言，训练样本越多，我们得到的关于 D 的信息
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Jt一般的情况是考虑形

如 (A^B)V(C^D) 的析
合范式

第 1章绪论

越多，这样就越有可能通过学习获得具有强泛化能力的模型.

1. 3 假设空间

归纳(induction)与横绎(deductio丑)是科学推理的两大基本手段.前者是从

特殊到一般的"泛化" (generalization)过程，即从具体的事实归结出一般性规

律;后者则是从一般到特殊的"特化" (specializatio叫过程，即从基础原理推演

出具体状况.例如，在数学公理系镜中，基于一组公理和推理规则推导出与之

相洽的定理，这是演绎;而"从样例中学习"显然是一个归纳的过程?因此亦称

"归纳学习" (inductive learni吨) . 

归纳学习有狭义与广义之分?广义的归纳学习大体相当于从样例中学习，

而狭义的归纳学习则要求从训练数据中学得概念(concept)，因此亦称为"概念

学习"或"概念形成"概念学习技术目前研究、应用都比较少，因为要学得

泛化性能好且语义明确的概念实在太困难了，现实常用的技术大多是产生"黑

箱"模型.然而，对概念学习有所了解，有助于理解机器学习的一些基础思想.

概念学习中最基本的是布尔概念学习?即对"是" "不是"这样的可表示

为 0/1 布尔值的目标概念的学习.举一个简单的例子，假定我们获得了这样一

个训练数据集:

表1.1 西瓜数据集

编号色泽根蒂敲声好瓜

1 青绿蜷缩浊响 是

2 乌黑蜷缩浊响 是

3 青绿硬挺清脆 否
4 乌黑稍蜷沉闷 否

这里要学习的目标是"好瓜"暂且假设"好瓜"可由"色泽" "根蒂"

"敲声"这三个因素完全确定?换言之，只要某个瓜的这三兰个属性取值明确了?

我们就能判断出它是不是好瓜.于是?我们学得的将是"好瓜是某种色泽、某

种根蒂、某种敲声的瓜"这样的概念'用布尔表达式写出来则是"好瓜忡(色

泽=?η) 八(根蒂=7η) ^ (敲声=7η)

务就是通过对表1.1的训练集进行字学罗习'把"?"确定下来.

读者可能马上发现，表1.1 第一行: " (色泽=青绿)八(根蒂:蜷缩)八(敲

声=浊响)"不就是好瓜吗?是的，但这是·个己见过的瓜，别忘了我们学习的

目的是"泛化"?即通过对训练集中瓜的学习以获得对没见过的瓜进行判断的



1.3 假设空间

"记住"训练样本，就
是所谓的"机械学习"
[Cohen and Feigenbaum. 
1983]. 或称"死记硬背式
学习"参见1.5 节.

这里我们假定训练样

本不含噪声，并且不考虑
"非青绿"这样的 -，A 操
作由于训练集包含正例，
因此 g假设自然不出现.

有许多可能的选择，如
在路径上自顶向下与自底

向上同时进行，在操作土
只删除与正例不一致的假

设等
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能力.如果仅仅把训练集中的瓜"记住"，今后再见到一模一样的瓜当然可判

断，但是，对没见过的瓜，例如"(色泽=浅白) ^ (根蒂=蜷缩) ^ (敲声=浊晌)"
怎么办呢?

我们可以把学习过程看作一个在所有假设(hypothesis)组成的空间中进行

搜索的过程，搜索目标是找到与训练集"匹配"但t)的假设，即能够将训练集中

的瓜判断正确的假设.假设的表示一旦确定，假设空间及其规模大小就确定了.

这里我们的假设空间由形如"(色泽=?)八(根蒂=?) ^ (敲声=?)"的可能取值
所形成的假设组成.例如色泽有"青绿" "乌黑" "浅白"这三种可能取值;

还需考虑到，也许"色泽"无论取什么值都合适，我们用通配符"*"来表示，

例如"好瓜件(色泽= *) ^ (根蒂口蜷缩)八(敲声=浊响)" ，即"好瓜是根蒂蜷
缩、敲声浊响的瓜，什么色泽都行"此外，还需考虑极端情况:有可能"好

瓜"这个概念根本就不成立，世界上没有"好瓜"这种东西;我们用 m 表示这

个假设.这样，若"色泽" "根蒂" "敲声"分别有3、 2、 2 种可能取值，则我

们面临的假设空间规模大小为 4 x 3 x 3 + 1 = 37. 图1. 1 直观地显示出了这个

西瓜问题假设空间.

(色泽兰兰青绿;根蒂=蜷缩;敲声=*)

7 
Ls色泽二青绿;根蒂z蜷缩;敲声=浊响) 11 (色泽=青绿;根蒂z蜷缩;敲声二沉闷)

固1.1 西瓜问题的假设空间

可以有许多策略对这个假设空间进行搜索，例如自顶向下、从一般到特殊，

或是自底向上、从特殊到一般，搜索过程中可以不断删除与正例不一致的假

设、和(或)与反例→致的假设.最终将会获得与训练集一致(即对所有训练样本

能够进行正确判断)的假设，这就是我们学得的结果.

需注意的是，现实问题中我们常面临很大的假设空间?但学习过程是基于

有限样本训练集进行的，因此，可能有多个假设与训练集一致，即存在着一个与

训练集一致的"假设集合"，我们称之为"版本空间" (version space). 例如，

在西瓜问题中，与表1.1 训练集所对应的版本空间如图1.2 所示.
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尽可能特殊即"适用情
形尽可能少" .尽可能一

般即"适用情形尽可能

多"

对"根蒂"还是对"敲
声"灵重视，.看起来和属
性选择，亦称"特征选

择" (feature selection) 有
关，但需注意的是，机器学
习中的特征选择仍是基于
对训练样本的分析进行的，
而在此处我们并非基于特
征选择做出对"根蒂"的
重视，这里对"根蒂"的
信赖可视为基于某种领域
知识而产生的归纳偏好­
关于特征选择方面的内容
参见第 11 幸
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图1.2 西瓜问题的版本空间

1.4 归纳偏好

通过学习得到的模型对应了假设空间中的一个假设.于是，图1.2 的西瓜

版本空间给我们带来一个麻烦:现在有三个与训练集一致的假设，但与它们

对应的模型在面临新样本的时候，却会产生不同的输出.例如，对(色泽口青绿;

根蒂=蜷缩;敲声=沉闷)这个新收来的瓜，如果我们采用的是"好瓜村(色

泽= *)八(根蒂=蜷缩)八(敲声=*)"，那么将会把新瓜判断为好瓜，而如果采

用了另外两个假设，则判断的结果将不是好瓜.那么，应该采用哪一个模型(或

假设)昵?

若仅有表1.1 中的训练样本，则无法断定上述三三三个假设中明哪F一个"更好

然而，对于一个具体的学习算法而言?它必须要产生一个模型.这时，学习算

法本身的"偏好"就会起到关键的作用.例如，若我们的算法喜欢"尽可能特

殊"的模型，则它会选择"好瓜件(色泽= *)八(根蒂=蜷缩)八(敲声=浊晌)" ; 

但若我们的算法喜欢"尽可能一般"的模型，并且由于某种原因它更"相信"

根蒂，则它会选择"好瓜件(色泽= *) ^ (根蒂=蜷缩)八(敲声= *)" .机器学习

算法在学习过程中对某种类型假设的偏好，称为"归纳偏好" (inductive bias) , 

或简称为"偏好"

任何一个有效的机器学习算法必有其归纳偏好，否则它将被假设空间中看

似在训练集上"等效"的假设所迷惑，而无法产生确定的学习结果.可以想象，

如果没有偏好，我们的西瓜学习算法产生的模型每次在进行预测时随机抽选

训练集上的等效假设，那么对这个新瓜"(色泽=青绿;根蒂口蜷缩;敲声=沉

闷)" ，学得模型时而告诉我们它是好的、时而告诉我们它是不好的，这样的学

习结果显然没有意义.

归纳偏好的作用在图1.3 这个回归学习图示中可能更直观.这里的每个训

练样本是因中的一个点 (x， y) ， 要学得一个与训练集一致的模型，相当于找到一

条穿过所有训练样本点的曲线.显然，对有限个样本点组成的训练集，存在着

很多条曲线与其一致.我们的学习算法必须有某种偏好，才能产出它认为"正

确"的模型.例如，若认为相似的样本应有相似的输出(例如，在各种属性上都
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图1.3 存在多条曲线与有限样本训练集一致

很相像的西瓜，成熟程度应该比较接近)，则对应的学习算法可能偏好图1.3 中

比较"平滑"的曲线 A 而不是比较"崎岖"的曲线 R

归纳偏好可看作学习算法自身在一个可能很庞大的假设空间中对假设进

行选择的启发式或"价值观"那么，有没有一般性的原则来引导算法确立

"正确的"偏好呢? "奥卡姆剃刀" (Occam's razor)是一种常用的、自然科学

研究中最基本的原则，即"若有多个假设与观察一致，则选最简单的那个"如

果采用这个原则，并且假设我们认为"更平滑"意味着"更简单" (例如曲线

A 更易于描述，其方程式是 y = _X2 + 6x + 1，而曲线 B 则要复杂得多)，则在

图1.3 中我们会自然地偏好"平滑"的曲线 A.

然而，奥卡姆剃刀并非唯一可行的原则.退一步说，即使假定我们是奥卡姆

剃刀的铁杆拥走，也需注意到，奥卡姆剃刀本身存在不同的诠释，使用奥卡姆剃

刀原则并不平凡.例如对我们已经很熟悉的西瓜问题来说，"假设 1: 好瓜件

(色泽= *) ^ (根蒂=蜷缩)八(敲声=浊响)"和假设 2: "好瓜件(色泽= *) ^ 
(根蒂=蜷缩)八(敲声= *)"这两个假设，哪一个更"简单"呢?这个问题并不

简单，需借助其他机制才能解决.

事实上，归纳偏好对应了学习算法本身所做出的关于"什么样的模型更

好"的假设.在具体的现实问题中，这个假设是否成立，即算法的归纳偏好是否

与问题本身匹配，大多数时候直接决定了算法能否取得好的性能.

让我们再回头看看图1.3. 假设学习算法 Zα 基于某种归纳偏好产生了对应

于曲线 A 的模型，学习算法 ~b 基于另一种归纳偏好产生了对应于曲线 B 的模

型.基于前面讨论的平滑曲线的某种"描述简单性"?我们满怀信心地期待算

法乌比岛更好.确实，图1.4(a)显示出?与 B 相比， A 与训练集外的样本更一

致;换言之， A 的泛化能力比 B 强.
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国1.4 没有免费的午餐(黑点:训练、样本;白点:测试样本)

但是，且慢!虽然我们希望并相信乌比马更好，但会不会出现图1.4(b)的

情况:与 A 相比， B 与训练集外的样本更一致?

很遗憾，这种情况完全可能出现.换言之，对于一个学习算法鸟，若它在某

些问题上比学习算法岛好，则必然存在另一些问题，在那里岛比 2α 好.有趣

的是，这个结论对任何算法均成立，哪怕是把本书后面将要介绍的一些聪明算

法作为乌而将"随机胡猜"这样的笨拙算法作为乌.惊讶吗?让我们看看下

面这个简短的讨论:

为简单起见，假设样本空间 X 和假设空间组都是离散的.令 P(hIX，'ca)

代表算法乌基于训练数据 X 产生假设 h 的概率，再令 f 代表我们希望学习的

真实目标函数. 'ca 的"训练集外误差"，即鸟在训练、集之外的所有样本上的

误差为

Eote(乌IX， f) 二三二三二 P(x) lI (h 忡忡 f(x))P(h I x，，cα) ， (1.1) 
h æEX-X 

其中1I(.)是指示函数，若·为真则取值 1，否则取值 o.

考虑二分类问题，且真实目标函数可以是任何函数 X 叶 {O ， l}，函数空间

为{O， l}IXI. 对所有可能的 f 按均匀分布对误差求和，有

三二ιdαIX，f) =艺2二三二 P(x) lI(h(x) 纠(x)) P(h I X，乌)
f f h æεX…X 

=汇 P(x)艺 P(h I X ,'ca) L)(h(x) 并 f(x))

= L P(x)艺 P(h I X , 'ca)~2IXI 
æEX-X h 

=jHZKZ)汇P例 X，'ca)
zεX-X h 
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= 21.1'1-1 三二 P(æ). 1 . (1.2) 
æE二.1'-x

式(1.2)显示出，总误差竟然与学习算法无关!对于任意两个学习算法乌和

鸟，我们都有

三二ιte(~αIX，f) =汇ιte(~bIX， f) , (1.3) 
f f 

也就是说，无论学习算法乌多聪明、学习算法鸟多笨拙，它们的期望性能竟

严格的 NFL 定理证明比 然相同!这就是"没有免费的午餐"定理 (No Free Lunch Theorem，简称 NFL

这里的简化论述繁难得多. 定理) [Wolpert, 1996; Wolpert and Macready, 1995]. 

这下子，读者对机器学习的热情可能被一盆冷水浇透了:既然所有学习算

法的期望性能都跟随机胡猜差不多，那还有什么好学的?

我们需注意到， NFL 定理有一个重要前提:所有"问题"出现的机会相

同、或所有问题同等重要.但实际情形并不是这样.很多时候，我们只关注自

己正在试图解决的问题(例如某个具体应用任务)，希望为它找到一个解决方案，

至于这个解决方案在别的问题、甚至在相似的问题上是否为好方案，我们并不

关心.例如，为了快速从 A 地到达 B 地，如果我们正在考虑的 A 地是南京鼓·

楼、 B 地是南京新街口，那么"骑自行车"是很好的解决方案;这个方案对 A

地是南京鼓楼、 B 地是北京新街口的情形显然很糟糕，但我们对此并不关心.

事实上，上面 NFL 定理的简短论述过程中假设了 f 的均匀分布，而实际情

形并非如此.例如，回到我们熟悉的西瓜问题，考虑{假设 1: 好瓜件(色泽= *) 

八(根蒂=蜷缩)八(敲声=浊响)}和{假设 2: 好瓜村(色泽= *) ^ (根蒂=硬挺)
^ (敲声:清脆)}.从 NFL 定理可知，这两个假设同样好.我们立即会想到符

合条件的例子，对好瓜(色泽=青绿;娘蒂=蜷缩;敲声=浊响)是假设 1 更好，而

对好瓜(色泽=乌黑;根蒂=硬挺;敲声=清脆)则是假设 2 更好.看上去的确是

这样.然而需注意到， " (根蒂=蜷缩;敲声=浊晌)"的好瓜很常见，而"(根

蒂:硬挺;敲声z清脆)"的好瓜罕见，甚至不存在.

所以， NFL 走理最重要的寓意?是让我们清楚地认识到，脱离具体问题，空

泛地谈论"什么学习算法更好"毫无意义，因为若考虑所有潜在的问题，贝。所

有学习算法都一样好.要谈论算法的相对优劣，必须要针对具体的学习问题;在

某些问题上表现好的学习算法，在另一些问题上却可能不尽如人意，学习算法

自身的归纳偏好与问题是否相配，往往会起到决定性的作用.
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所谓"知识就是力量>>

1965 年， Feigenbaum 主
持研制了世界丰第一个专
家系统 DENDRAL.

第 1 章绪论

1.5 发展历程

机器学习是人工智能(artificial intelligence)研究发展到一定阶段的必然产

物.二十世纪五十年代到七十年代初，人工智能研究处于"推理期"，那时人们

以为只要能赋予机器逻辑推理能力，机器就能具有智能.这一阶段的代表性工

作主要有 A. Newell 和 H. Simon 的"逻辑理论家" (Logic Theorist)程序以及

此后的"通用问题求解" (General Problem Solving)程序等，这些工作在当时

取得了令人振奋的结果.例如"逻辑理论家"程序在 1952 年证明了著名数学

家罗素和怀特海的名著《数学原理》中的 38 条定理7 在 1963 年证明了全部 52

条定理，特别值得一提的是，定理 2.85 甚至比罗素和怀特海证明得更巧妙. A. 

Newell 和 H. Simon 因为这方面的工作获得了 1975 年圈灵奖.然而?随着研究

向前发展，人们逐渐认识到，仅具有逻辑推理能力是远远实现不了人工智能的-

E. A. Feigenbau日1 等人认为，要使机器具有智能?就必须设法使机器拥有知识.

在他们的倡导下，从二十世纪七十年代中期开始，人工智能研究进入了"知识

期"在这一时期，大量专家系统问世，在很多应用领域取得了大量成果.E.A.

Feigenbaum 作为"知识工程"之父在 1994 年获得图灵奖.但是，人们逐渐认

识到，专家系统面临"知识工程瓶颈"，简单地说，就是由人来把知识总结出来

再教给计算机是相当困难的.于是?一些学者想到，如果机器自己能够学斗知识

该多好!

事实上，图灵在 1950 年关于图灵测试的文章中?就曾提到了机器学习的可

能;二十世纪五十年代初已有机器学习的相关研究，例如 A. Samucl 著名的跳

参见 p.22 棋程序.五十年代中后期7 基于神经网络的"连接主义" (conncctionism)学习

开始出现?代表性工作有 F. Rosenblatt 的感知机(Perceptron) 、 B. Widrow 的

Adaline 等.在六七十年代，基于逻辑表示的"符号主义" (symbolism)学习技

术建勃发展，代表性王作有 P. Winston 的"结构学习系统"、R. S. Michalski 

等人的"基于逻辑的归纳学习系统'人E. B. Hunt 等人的"概念学习系统"

等;以决策理论为基础的学习技术以及强化学习技术等也得到发展，代表性份工

作有 N. J. Nilson 的"学习机器"等·二十多年后红极一时的统计学习理论的

一些奠基性结果也是在这个时期取得的.

IWIVIL 后来发展为国际

机器学习会议 ICIVIL

1980 年夏，在美国卡耐基梅隆大学举行了第一届机器学习研讨会(IWML);

同年， ((策略分析与信息系统》连出三期机器学习专辑; 1983 年， Tioga 山版社

出版了R. S. Michalski、 J. G. Carbonell 和 T. Mitchell 主编的《机器学习:一

种人工智能途径)) [Michalski et al., 1983]，对当时的机器学习研究工作进行了

总结; 1986 年7 第→本机器学习专业期刊 Machine LeαTηing 创刊; 1989 年，人
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工智能领域的权威期刊 Artificial Intelligence 出版机器学习专辑，刊发了当时

一些比较活跃的研究工作?其内容后来出现在 J. G. Carbonell 主编、 MIT 出

版社 1990 年的《机器学习:范型与方法>> [Carbonell, 1990] 一书中.总的来看，

二十世纪八十年代是机器学习成为一个独立的学科领域、各种机器学习技术

百花初绽的时期.

R. S. Michalski 等人 [Michalski et al., 1983] 把机器学习研究划分为"从样

例中学习" "在问题求解和规划中学习" "通过观察和发现学习" "从指令

中学习"等种类; E. A. Feigenbaum 等人在著名的《人工智能手册>> (第二卷)

[Cohen and Feigenbau日1 ， 1983] 中，则把机器学习划分为"机械学习" "示教

学习" "类比学习"和"归纳学习"机械学习亦称"死记硬背式学习"，即

把外界输入的信息全部记录下来，在需要时原封不动地取出来使用?这实际上

没有进行真正的学习?仅是在进行信息存储与检索;示教学习和类比学习类似

于R. S. Michalski 等人所说的"从指令中学习"和"通过观察和发现学习"

归纳学习相当于"从样例中学习"，即从训练样例中归纳出学习结果.二十世

纪八十年代以来，被研究最多、应用最广的是"从样例中学习" (也就是广义

的归纳学习)，它涵盖了监督学习、无监督学习等，本书大部分内容均属此范畴.

下面我们对这方面主流技术的演进做一个简单回顾.

在二十世纪八十年代，"从样例中学习"的一大主流是符号主义学习，

其代表包括决策树(decision tree)和基于逻辑的学习.典型的决策树学习以信

息论为基础，以信息娟的最小化为目标，直接模拟了人类对概念进行判定的

树形流程.基于逻辑的学习的著名代表是归纳逻辑程序设计(Inductive Logic 

Programming，简称 ILP)，可看作机器学习与逻辑程序设计的交叉，它使用一

阶逻辑(即谓词逻辑)来进行知识表示，通过修改和扩充逻辑表达式(例如 Prolog

表达式)来完成对数据的归纳.符号主义学习占据主流地位与整个人工智能领域

的发展历程是分不开的.前面说过，人工智能在二十世纪五十到八十年代经历

了"推理期"和"知识期"，在"推理期"人们基于符号知识表示、通过演绎

推理技术取得了很大成就，而在"知识期"人们基于符号知识表示、通过获取

和利用领域知识来建立专家系统取得了大量成果，因此，在"学习期"的开始?

符号知识表示很自然地受到青睐.事实上7 机器学习在二十世纪八十年代正是

被视为"解决知识工程瓶颈问题的关键"而走上人工智能主舞台的.决策树学

习技术由于简单易用，到今天仍是最常用的机器学习技术之一. ILP 具有很强

的知识表示能力，可以较容易地表达出复杂数据关系，而且领域知识通常可方

便地通过逻辑表达式进行描述，因此， ILP 不仅可利用领域知识辅助学习，还可
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通过学习对领域知识进行精化和增强;然而，成也萧何、败也萧何，由于表示能

力太强，直接导致学习过程面临的假设宅间太大、复杂度极高?因此，问题规模

稍大就难以有效进行学习，九十年代中期后这方面的研究相对陷入低潮.

二十世纪九十年代中期之前，"从样例中学习"的另一主流技术是基于神

经网络的连接主义学习.连接主义学习在二十世纪五十年代取得了大发展，但

因为早期的很多人工智能研究者对符号表示有特别偏爱?例如图灵奖得主 E

Simon 曾断言人工智能是研究"对智能行为的符号化建模"，所以当时连接主

义的研究未被纳入主流人工智能研究范畴.尤其是连接主义自身也遇到了很大

的障碍?正如图灵奖得主 M. Minsky 丰11 S. Papert 在1969 年指出， (当时的)神经

网络只能处理线性分类7 甚至对"异或"这么简单的问题都处理小了. 1983 年，

J. J. Hopfield 利用神经网络求解"流动推销员问题"这个著名的 NP 难题取得

重大进展，使得连接主义重新受到人们关注. 1986 年， D. E. Rumelhart 等人重

新发明了著名的 BP 算法，产生了深远影响.与符号主义学习能产生明确的概

念表示不同，连接主义学习产生的是"黑箱"模型，因此从知识获取的角度来

看?连接主义学习技术有明显弱点;然而，由于有 BP 这样有效的算法，使得它

可以在很多现实问题上发挥作用.事实上， BP 一直是被应用得最广泛的机器

学习算法之一.连接主义学习的最大局限是其"试错性'p; 简单地说?其学习过

程涉及大量参数，而参数的设置缺乏理论指导，主要靠于工"调参"夸张一点

说，参数调节上失之毫厘，学习结果可能谬以千里.

二十世纪九十年代中期"统计学习" (statistical learning)闪亮登场并

迅速占据主流舞台，代表性技术是支持向量机(Support Vector Machine，简称

SVM)以及更一般的"核方法" (kernel methods). 这方面的研究早在二十世

纪六七十年代就已开始，统计学习理论 [Vapnik， 1998] 在那个时期也已打下

了基础?例如 V. N. Vapnik 在 1963 年提出了"支持向量"概念，他和 A. J. 

Chervonenkis 在 1968 年提出 VC 维，在 1974 年提出了结构风险最小化原则等.

但直到九十年代中期统计学习才开始成为机器学习的主流，一方面是由于有效

的支持向量机算法在九十年代初才被提出，其优越性能到九十年代中期在文

本分类应用中才得以显现;坤一方面，正是在连接主义学习技术的局限性凸显

之后，人们才把目光转向了以统计学习理论为直接支撑的统计学习技术.事实

上，统计学习与连接主义学习有密切的联系.在支持向量机被普遍接受后，核技

巧(kernel trick) 被人们用到了机器学习的几乎每一个角落，核方法也逐渐成为

机器学习的基本内容之一.

有趣的是?二十一世纪初，连接主义学习又卷土重来，掀起了以"深度学
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参见 5.6 节 习"为名的热潮.所谓深度学习?狭义地说就是"很多层"的神经网络.在若

干测试和竞赛上，尤其是涉及语音、图像等复杂对象的应用中，深度学习技术

取得了优越性能.以往机器学习技术在应用中要取得好性能，对使用者的要求

较高;而深度学习技术涉及的模型复杂度非常高，以至于只要下工夫"调参

把参数调节好?性能往往就好.因此，深度学习虽缺乏严格的理论基础，但它显

著降低了机器学习应用者的门槛，为机器学习技术走向工程实践带来了便利.

那么?它为什么此时才热起来呢?有两个基本原因:数据大了、计算能力强了

"过拟俨参见第 2 章 深度学习模型拥有大量参数?若数据样本少，则很容易"过拟合".如此复杂的

模型、如此大的数据样本7 若缺乏强力计算设备，根本无法求解.恰由于人类进

入了"大数据时代

习技术焕发又一春.有趣的是，神经网络在二十世纪八十年代中期走红，与当时

Intel x86 系列微处理器与内存条技术的广泛应用所造成的计算能力、数据访

存效率比七十年代有显著提高不无关联.深度学习此时的状况，与彼时的神经

网络何其相似.

需说明的是?机器学习现在已经发展成为一个相当大的学科领域，本节仅

是管中窥豹，很多重要技术都没有谈及，耐心的读者在读完本书后会有更全面

的了解.

1.6 应用现状

在过去二十年中，人类收集、存储、传输、处理数据的能力取得了飞速提

升，人类社会的各个角落都积累了大量数据，亟需能有效地对数据进行分析利

用的计算机算法?而机器学习恰顺应了大时代的这个迫切需求，因此该学科领

域很自然地取得巨大发展、受到广泛关注.

今天?在计算机科学的诸多分支学科领域中?无论是多媒体、图形学，还是

网络通信、软件工程，乃至体系结构、芯片设计?都能找到机器学习技术的身

影，尤其是在计算机视觉、自然语言处理等"计算机应用技术"领域，机器学

习已成为最重要的技术进步源泉之一.

机器学习还为许多交叉学科提供了重要的技术支撑.例如"生物信息

学"试图利用信息技术来研究生命现象和规律，而基因组计划的实施和基因药

物的美好愿景让人们为之心潮薛湃.生物信息学研究涉及从"生命现象"到

"规律发现"的整个过程，其间必然包括数据获取、数据管理、数据分析、仿

真实验等环节，而"数据分析"恰是机器学习技术的舞台，各种机器学习技术

已经在这个舞台上大放异彩.
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事实上，随着科学研究的基本手段从传统的"理论十实验"走向现在的

"理论+实验十计算"?乃至出现"数据科学"这样的提法?机器学习的重要

性日趋显著，因为"计算"的目的往往是数据分析，而数据科学的核心也恰是

通过分析数据来获得价值.若要列出目前计算机科学技术中最活跃、最受瞩

NASA-JPL 的全称是美 目的研究分支，那么机器学习必居其中. 2001 年?美国 NASA-JPL 的科学家
国航空航天局喷气推进实 7 

验室，著名的"勇气"号 在 Science 杂志上专门撰文 [Mjolsness and DeCoste, 2001] 指出，机器学习对

ZJZ;;225; 科学研究的整个过程正起到越来越大的支撑作用?其进展对科技发展意义重大
DARPA 的全称是美国

国防部先进研究计划局，
互联网、全球卫星定位系

统等都源于 DARPA 启动
的研究项目

机器学习提供数据分析

能力，云计算提供数据处
理能力，众包提供数据标

记能力.

"数据挖掘"这个词很

早就在统计学界出现并略
带贬义，这是由于传统统

计学研究往往醉心于理论
的优美而忽视实际效用.
但最近情况发生变化，越
来越多的统计学家开始关
注现实问题，进入机器学

习和数据挖掘领域-

2003 年， DARPA 启动 PAL 计划， i号机器学习的重要'性上升到美国国家安全的

高度来考虑.众所周知，美国最尖端科技的研究通常是由 NASA 和 DARPA 推

进的，而这两大机构不约而同地强调机器学习的重要性，其意义不言而喻

2006 年，卡耐基梅隆大学宣告成立世界上第一个"机器学习系"，机器学

习领域奠基人之- T. Mitchell 教授出任首任系主任. 2012 年 3 月 7 美国奥巴马

政府启动"大数据研究与发展计划"，美国国家科学基金会旋即在加州大学伯

克利分校启动加强计划，强调要深入研究和整合大数据时代的三大关键技术:

机器学习、云计算、众包(crowdsourcing).显然，机器学习在大数据时代是必

不可少的核心技术，道理很简单:收集、存储、传输、管理大数据的目的，是为

了"利用"大数据?而如果没有机器学习技术分析数据?则"利用"无从谈起.

谈到对数据进行分析利用，很多人会想到"数据挖掘" (data mining)，这

里简单探讨一下数据挖掘与机器学习的联系.数据挖掘领域在二十世纪九十年

代形成，它受到很多学科领域的影响，其中数据库、机器学习、统计学无疑影

响最大 [Zhou， 2003]. 数据挖掘是从海量数据中发掘知识，这就必然涉及对"海

量数据"的管理和分析.大体来说，数据库领域的研究为数据挖掘提供数据管

理技术?而机器学习和统计学的研究为数据挖掘提供数据分析技术.由于统计

学界的研究成果通常需要经由机器学习研究来形成有效的学习算法，之后再进

入数据挖掘领域，因此从这个意义上说，统计学主要是通过机器学习对数据挖

掘发挥影响，而机器学习领域和数据库领域则是数据挖掘的两大支撑.

今天，机器学习己经与普通人的生活密切相关.例如在天气预报、能源勘

探、环境监测等方面，有效地利用机器学习技术对卫星和传感器发国的数据进

行分析，是提高预报和检测准确性的重要途径;在商业营销中?有效地利用机器

学习技术对销售数据、客户信息进行分析，不仅可帮助商家优化库存降低成本，

还有助于针对用户群设计特殊营销策略;……下面再举几例;

众所周知，谷歌、百度等互联网搜索引擎己开始改变人类的生活方式，例

如很多人已习惯于在出行前通过互联网搜索来了解目的地信息、寻找合适的
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例如著名机器学习教科

书 [Mitchell. 1997]4.2 节介
绍了二十世纪九十年代早
期利用神经网络学习来控

制自动驾驶车的 ALVINN
系统
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酒店、餐馆等.美国《新闻周刊》曾对谷歌有一句话评论"它使任何人离任

何问题的答案间的距离变得只有点击一下鼠标这么远"显然，互联网搜索是

通过分析网络上的数据来找到用户所需的信息，在这个过程中，用户查询是输

入、搜索结果是输出，而要建立输入与输出之间的联系，内核必然需要机器学

习技术.事实上，互联网搜索发展至今，机器学习技术的支撑居功至伟.到了今

天，搜索的对象、内容日趋复杂，机器学习技术的影响更为明显，例如在进行

"图片搜索"时?无论谷歌还是百度都在使用最新潮的机器学习技术.谷歌、

百度、脸书、雅虎等公司纷纷成立专攻机器学习技术的研究团队，甚至直接以

机器学习技术命名的研究院，充分体现出机器学习技术的发展和应用，甚至在

一定程度上影响了互联网产业的走向

再举一例.车祸是人类最凶险的杀手之丁全世界每年有上百万人丧生车

轮?仅我国每年就存约十万人死于车祸.由计算机来实现自动汽车驾驶是一个

理想的方案，因为机器上路时可以确保不是新手驾驶、不会波劳驾驶，更不会

酒后驾驶，而且还有重要的军事用途.美国在二十世纪八十年代就开始进行这

方面研究.这里最大的困难是无法在汽车厂里事先把汽车上路后所会遇到的所

有情况都考虑到、设计出处理规则并加以编程实现，而只能根据上路时遇到的

情况即时处理.若把车载传感器接收到的信息作为输入?把方向、刹车、油门

的控制行为作为输出，则这里的关键问题怆可抽象为→个机器学习任务.2004

年 3 月，在美国 DARPA 组织的自动驾驶车比赛中3 斯坦福大学机器学习专家

S. Thrun的小组研制的参赛车用 6 小时 53 分钟成功走完了 132 英里赛程获得

冠军.比赛路段是在内华达州西南部的山区和沙漠中 7 路况相当复杂，在这样的

路段上行车即使对经验丰富的人类司机来说也是一个挑战. S. Thrun 后来到谷

歌领导自动驾驶牢项目团队.值得…提的是自动驾驶车在近几年取得了飞跃

式发展，除谷歌外?通用、奥迪、大众、宝马等传统汽车公司均投入巨资进行

研发，目前已开始有产品进入市场. 2011 年 6 月，美国内华达州议会通过法案?

成为美国第一个认可自动驾驶车的州，此后，夏威夷州和佛罗里达州也先后通

过类似法案，自动驾驶汽车可望在不久的将来出现在普通人的生活中，而机器

学习技术则起到了"司机"作用.

机器学习技术甚至己影响到人类社会政治生活. 2012 年美国大选期间，奥

巴马磨下有一支机器学习团队，他们对各类选情数据进行分析，为奥巴马提示

下一步竞选行葫.例如他们使用机器学习技术分析社交网络数据，判断出在总

统候选人第一次辩论之后哪些选民会倒戈，并根据分析的结果开发出个性化宣

传策略，能为每位选民找出一个最有说服力的挽留理由;他们基于机器学习模
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机器学习算法程序库，由
新西兰 Wail咀t。大学研
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ac.nz/ml/weka j. 
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型的分析结果提示奥巳马应去何处开展拉票活动，有些建议甚至让专业竞选顾

问大吃一惊，而结果表明去这些地方大有收获.总统选举需要大量金钱，机器

学习技术在这方面发挥了奇效.例如，机器学习模型分析出，某电影明星对某

地区某年龄段的特定人群很有吸引力?而这个群体很愿意出高价与该明星及奥

巴马共进晚餐........果然，这样一次筹资晚宴成功募集到 1500 万美元;最终，借

助机器学习模型，奥巴马筹到了创纪录的 10 亿美元竞选经费.机器学习技术不

仅有助于竞选经费"开源"还可帮助"节流"7 例如机器学习模型通过对不

同群体选民进行分析，建议购买了→些冷门节目的广告时段，而没有采用在昂

贵的黄金时段购买广告的传统做法，使得广告资金效率相比 2008 年竞选提高

了 14%; ……胜选后， ((时代》周刊专门报道了这个被奥巴马称为"竞选核武

器"、由半监督学习研究专家R. Ghani 领导的团队.

值得一提的是，机器学习备受瞩目当然是由于它已成为智能数据分析技术

的创新源泉7 但机器学习研究还有另一个不可忽视的意义，即通过建立一些关

于学习的计算模型来促进我们理解"人类如何学习"例如， P. Kanerva 在二

十世纪八十年代中期提出 SDM (Sparse Distributed Memory)模型 [Kanerva，

1988] 时并没有刻意模仿脑生理结构，但后来神经科学的研究发现， SDM 的稀

疏编码机制在视觉、昕觉、嗅觉功能的脑皮层中广泛存在，从而为理解脑的某

些功能提供了一定的启发.自然科学研究的驱动力归结起来无外是人类对宇宙

本源、万物本质、生命本性、自我本识的好奇，而"人类如何学习"无疑是一

个有关自我本识的重大问题.从这个意义上说，机器学习不仅在信息科学中占

有重要地位，还具有一定的自然科学探索色彩.

1.7 阅读材料

[Mitchell, 1997] 是第一本机器学习专门性教材， [Duda et al., 2001; Alc 

paydin, 2004; Flach, 2012] 都是出色的入门读物. [Hastie et al. , 2009] 是很好

的进阶读物， [Bishop , 2006] 也很有参考价值?尤其适合于贝叶斯学习偏好者.

[Shalev-Shwartz and Ben-David, 2014] 则适合于理论偏好者. [Witten et 此，

2011] 是基于 WEKA 撰写的入门读物7 有助于初学者通过 WEKA 实践快速掌

握常用机器学习算法.

本书1.5 和1.6 节主要取材于[周志华， 2007]. ((机器学习:一种人工智能

途径)) [Michalski et al., 1983] 汇集了 20 位学者撰写的 16 篇文章，是机器学习

早期最重要的文献.该书出版后产生了很大反响， Morgan Kaufmann 出版社后

来分别于 1986 年和 1990 年出版了该书的续篇，编为第二卷和第二卷. ((人工
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智能手册》系列是图灵奖得主 E. A. Feigenbau日1 与不同学者合作编写而成，该

书第三卷 [Cohen and Feigenbaum, 1983] 对机器学习进行了讨论，是机器学习

早期的重要文献. [Dietterich, 199可对机器学习领域的发展进行了评述和展望.

早期的很多文献在今天仍值得重视，一些闪光的思想在相关技术进步后可能焕

发新的活力，例如近来流行的"迁移学习" (transfer learning) [Pan and Yang, 

2010]，恰似"类比学习" (1earning by analogy) 在统计学习技术大发展后的升

级版;红极一时的"深度学习" (deep learning) 在思想上井未显著超越二十世

深度学习参见 5.6 节 纪八十年代中后期神经网络学习的研究.

机器学习中关于概念学习的研究开始很早，从中产生的不少思想对整个

领域都有深远影响.例如作为主流学习技术之一的决策树学习，就起源于关

于概念形成的树结构研究 [Hu日.t and Hovlar吨 1963]. [Winston, 1970] ;在著

名的"积木世界"研究中，将概念学习与基于泛化和特化的搜索过程联系起

来. [Simon and Lea, 1974] 较早提出了"学习"是在假设空间中搜索的观点.

[Mitchell, 197句稍后提出了版本空间的概念.概念学习中有很多关于规则学习
规则学习参见第 15 章 的内容.

集成学习参见第 8 章.

奥卡姆剃刀原则主张选择与经验观察一致的最简单假设7 它在自然科学如

物理学、天文学等领域中是一个广为沿用的基础性原则，例如哥白尼坚持"日

心说"的理由之一就是它比托勒密的"地心说"更简单且符合天文观测.奥

卡姆剃刀在机器学习领域也有很多追随者 [Blumer et al., 1996]. 但机器学习

中什么是"更简单的"这个问题一直困扰着研究者们，因此，对奥卡姆剃刀在

机器学习领域的作用一直存在着争议阳"ebb ， 1996; Domingo民 1999]. 需注意

的是，奥卡姆剃刀并非科学研究中唯一可行的假设选择原则，例如古希腊哲学

家伊壁坞鲁(公元前341年一前270年)提出的"多释原则" (principle of multiple 

explanations) ，主张保留与经验观察一致的所有假设 [Asmis ， 1984]，这与集成

学习 (ensemble learning)方面的研究更加吻合.

机器学习领域最重要的国际学术会议是国际机器学习会议(ICML)、国际

神经信息处理系统会议(NIPS)和国际学习理论会议(COLT)，重要的区域性会

议主要有欧洲机器学习会议(ECML)和亚洲机器学习会议(ACML); 最重要的

国际学术期刊是 Journal of Machine Learning Research 和 Machine Learning. 

人工智能领域的重要会议如 IJCAI、 AAAI 以及重要期刊如 Art侨c归1 Intelli­

gence 、 Journal of Art听cial Intelligence Reseαrch， 数据挖掘领域的重要会议

如 KDD、 ICDM 以及重要期刊如 ACM Transactions on Knowledge Discovery 

fromDα归、 Dαtα Mining and Knowledge Discovery， 计算机视觉与模式识别
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领域的重要会议如 CVPR 以及重要期刊如 IEEE Transactions on Pattem 

Analysis and Machine Intelligence， 神经网络领域的重要期刊如 Neural Com­

putation 、 IEEE Transaιtions on Neural Networks αηd Leαming 8ystems 等

也经常发表机器学习方面的论文.此外，统计学领域的重要期刊如 Annals 旷

8tαtistics 等也常有关于统计学习方面的理论文章发表.

国内不少书籍包含机器学习方面的内容，例如[陆汝铃， 1996]. [李航， 2012]

是以统计学习为主题的读物.国内机器学习领域最主要的活动是两年一次

的中国机器学习大会(CCML)以及每年举行的"机器学习及其应用"研讨

会(MLA); 很多学术刊物都经常刊登有关机器学习的论文.
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习题

1.1 表1.1 中若只包含编号为 1 和 4 的两个样例?试给出相应的版本空间.

1.2 与使用单个合取式来进行假设表示相比，使用"析合范式"将使得假
析合范式即多个合取式 设空间具有更强的表示能力.例如
的析取z

好瓜件((色泽=们(根蒂=蜷缩) ^ (敲声= *)) 
v ((色泽=乌黑) ^ (根蒂=们(敲声=沉闷)) , 

会把"(色泽=青绿)八(根蒂=蜷缩)八(敲声=清脆)"以及"(色泽=

乌黑) ^ (根蒂=硬挺)八(敲声=沉闷)"都分类为"好瓜"若使用最
提示注意冗余情况，

多包含 k 个合取式的析合范式来表达表1.1 西瓜分类问题的假设空
如 (A= α) V (A = *) 
与 (A = *)等价. 间 7 试估算共有多少种可能的假设.

I!p不存在训练错误为 0 1.3 若数据包含噪声，则假设空间中有可能不存在与所有训练样本都一致
的假设

的假设在此情形下，试设计一种归纳偏好用于假设选择.

1.4* 本章1.4 节在论述"没有免费的午餐"定理时，默认使用了"分类错

误率"作为性能度量来对分类器进行评估.若换用其他性能度最孔则

式(1. 1)将改为

Eote(i:，αIX，!) = 2二三二 p(x)e(h(x) ，J (x))P(h I X， 刻，
h æεx-x 

试证明"没有免费的午餐定理"仍成立.

1.5 试述机器学习能在互联网搜索的哪曲环节起什么作用.
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这个跳棋程序实质上使
用了强化学习技术，参见

第 16 章.

休息一会儿

小故事: "机器学习"名字的由来

1952 年，阿瑟·萨缪尔 (Arthur Samuel, 1901- 1990) 

在 IBM 公司研制了一个西洋跳棋程序，这个程序具有自

学习 能力， 可通过对大量棋局的分析逐渐辨识出当前局面

下的 "好棋"和"坏棋'\ 从而不断提高弈棋水平，并很

快就下赢了 萨缪尔自己 1956 年，萨缪尔应约翰·麦卡锡

第 1章绪论

(John McCarthy, "人工智能之父" , 1971 年图灵奖得主)之邀， 在标志着人

工智能学科诞生的达特茅斯会议上介绍这项工作.萨缪尔发明了"机器学习"

这个词，将其定义为"不显式编程地赋予计算机能力的研究领域"他的文

章 "Some studies in machine learning using the game of checkers" 1959 年在

IBMJournal 正式发表后， 爱德华·费根鲍姆 (Edward Feigenbau日1，"知识工

程之父" ， 1994 年图灵奖得主)为编写其巨著 Computers and Thought， 在 1961

年邀请萨缪尔提供一个该程序最好的对弈实例.于是，萨缪尔借机向康涅狄格

州的跳棋冠军、当时全美排名第四的棋手发起了挑战，结果萨缪尔程序获胜，

在当时引起轰动.

事实上，萨缪尔跳棋程序不仅在人王智能领域产生了重大影响，还影响到

整个计算机科学的发展.早期计算机科学研究认为，计算机不可能完成事先没

有显式编程好的任务，而萨缪尔跳棋程序否证了这个假设. 另外，这个程序是最

早在计算机上执行非数值计算任务的程序之一，其逻辑指令设计思想极大地影

响 1 IBM 计算机的指令集， 并很快被其他计算机的设计者采用 .



精度常写为百分比形式

。- -;:;) x 100% 

这里所说的"误差"均

指误差期望-

在后面的章节中将介绍
不同的学习算法如何最小
化经验误差

过拟合亦称"过自己"

欠拟合亦称"欠配"

学习能力是否"过于强
大，是由学习算法和数

据内涵共同决定的

第 2 章 模型评估与选择

2.1 经验误差与过拟合

通常我们把分类错误的样本数占样本总数的比例称为"错误率" (error 

rate) ，即如果在 m个样本中有 α 个样本分类错误，则错误率 E= α1m; 相应的，

1 一 α1m 称为"精度" (acc旧acy)，即"精度=1一错误率"更一般地，我们把

学习器的实际预测输出与样本的真实输出之间的差异称为"误差" (error) , 

学习器在训练集上的误差称为"训练误差" (training error)或"经验误

差" (empirical error) ，在新样本上的误差称为"泛化误差" (generalization 

error). 显然，我们希望得到泛化误差小的学习器.然而，我们事先并不知道新

样本是什么样，实际能做的是努力使经验误差最小化.在很多情况下，我们可以

学得一个经验误差很小、在训练集上表现很好的学习器，例如甚至对所有训练

样本都分类正确，即分类错误率为零，分类精度为100%，但这是不是我们想要

的学习器呢?遗憾的是，这样的学习器在多数情况下都不好.

我们实际希望的，是在新样本上能表现得很好的学习器.为了达到这个

目的，应该从训练样本中尽可能学出适用于所有潜在样本的"普遍规律"，这

样才能在遇到新样本时做出正确的判别.然而，当学习器把训练样本学得"太

好"了的时候，很可能巳经把训练样本自身的一些特点当作了所有潜在样本都

会具有的一般性质，这样就会导致泛化性能下降这种现象在机器学习中称为

"过拟合" (overfitting). 与"过拟合"相对的是"欠拟合" (underfitting)，这

是指对训练样本的一般性质尚未学好.图 2.1 给出了关于过拟合与欠拟含的一

个便于直观理解的类比.

有多种因素可能导致过拟合，其中最常见的情况是由于学习能力过于强大，

以至于把训练样本所包含的不太一般的特性都学到了，而欠拟合则通常是由

于学习能力低下而造成的欠拟合比较容易克服，例如在决策树学习中扩展分

支、在神经网络学习中增加训练轮数等，而过拟合则很麻烦.在后面的学习中

我们将看到，过拟合是机器学习面临的关键障碍，各类学习算法都必然带有一

些针对过拟合的措施;然而必须认识到，过拟合是无法彻底避免的，我们所能做

的只是"缓解'气或者说减小其风险.关于这一点，可大致这样理解:机器学习

面临的问题通常是 NP 难甚至更难，而有效的学习算法必然是在多项式时间内
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树
叶
训
练
样
本

新
样
本

过拟合模型分类结果:
→ 不是树叶

( 误以为树叶必须有铅齿 )

欠拟合模型分类结果.
→是树叶

(误以为绿色的都是树叶)

图 2.1 过拟合、欠拟合的直观类比

运行完成，若可彻底避免过拟合， 则通过经验误差最小化就能获最优解，这就意

味着我们构造性地证明了 "P=NP" ;因此7 只要相信 "p 并 NP " ，过拟合就

不可避免

在现实任务中，我们往往有多种学习算沾了IJ供选择，甚至对同 -个学习算

法，当使用不同的参数配置时?也会产生不同的模型. 那么，我们该选用哪 -个

学习算法、使用哪一种参数配置呢?这就是机器学习中的"模型选择" (model 

selection) 问题.理想的解决方案当然是对候选模型的泛化误差进行评估7 然后

选择泛化误差最小的那个模型.然而如上面所讨论的，我们无法直接获得泛化

误差，而训练误差又由于过拟合现象的存在而不适合作为标准，那么，在现实中

如何进行模型评估与选择呢?

2.2 评估方法

通常， 我们可通过实验测试来对学习器的泛化误差进行评估并进而做出选

在现实任务中往往还会 择 为此， 需使用一个 "测试集" (testing set)来测试学习器对新样本的判别能
考虑时间开信

销、可解释性等方面的因 力，然后以测试集上的"测试误差" (testing error)作为泛化误差的近似通常
素，这里暂且只考虑泛化
误差 我们假设测试样本也是从样本真实分布中独立同分布采样而得但需注意的

是，测试集应该尽可能与训练集互斥， 即测试样本尽量不在训练集中出现、未

在训练过程中使用过.

测试样本为什么要尽可能不出现在训练集中呢?为理解这一点，不妨考虑

这样一个场景:老师出了 10 道习题供同学们练习，考试时老师又用同样的这 10

道题作为试题，这个考试成绩能否有效反映出同学们学得好不好呢?答案是否

定的，可能有的同学只会做这 10 道题却能得高分.回到我们的问题上来，我们
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希望得到泛化性能强的模型?好比是希望同学们对课程学得很好、获得了对所

学知识"举一反三"的能力;训练样本相当于给同学们练习的习题，测试过程

则相当于考试.显然，若测试样本被用作训练了，则得到的将是过于"乐观"的

估计结果.

可是，我们只有一个包含 m个样例的数据集 D={(叫， Yl) , (X2 , Y2) , … 7 

(Xm ， Ym)} ， 既要训练，又要测试，怎样才能做到呢?答案是:通过对 D进行适当

的处理，从中产生出训练集 S和测试集 T. 下面介绍儿种常见的做法.

2.2.1 留出法

"留出法" (hold-out)直接将数据集 D 划分为两个互斥的集合?其中一个

集合作为训练集 5，另一个作为测试集 T， 即 D=BUT， 5 门 T= 正~.在 S 上训

练出模型后，用 T 来评估其测试误差，作为对泛化误差的估计.

以二分类任务为例，假定 D包含 1000 个样本，将其划分为 8包含 700 个样

本， T 包含 300 个样本，用 S进行训练后，如果模型在 T 上有 90 个样本分类错

误，那么其错误率为 (90/300) x 100% 口 30%，相应的，精度为 1- 30% = 70%. 

需注意的是，训练/测试集的划分要尽可能保持数据分布的一致性，避免

困数据划分过程引入额外的偏差而对最终结果产生影响，例如在分类任务中

至少要保持样本的类别比例相似.如果从来样(sampling)的角度来看待数据

集的划分过程，则保留类别比例的采样方式通常称为"分层采样" (stratified 

sampling). 例如通过对 D 进行分层采样而获得含 70% 样本的训练集 S 和含

30% 样本的测试集 T， 若 D 包含 500 个正例、 500 个反例，则分层采样得到的

S 应包含 350 个正例、 350 个反例?而 T 则包含 150 个正例和 150 个反例;若

S、 T 中样本类别比例差别很大，则误差估计将由于训练/测试数据分布的差异

而产生偏差.

另一个需注意的问题是，即使在给定训练/测试集的样本比例后，仍存在多

参见习题 2.1 种划分方式对初始数据集D进行分割.例如在上面的例子中，可以把 D 中的样

本排序，然后把前 350 个E例放到训练集中，也可以把最后 350 个正例放到训

练集中，……这些不同的划分将导致不同的训练/测试集，相应的?模型评估的

结果也会有差别.因此?单次使用留出法得到的估计结果往往不够稳定可靠，在

使用留出法时，一般要采用若干次随机划分、重复进行实验评估后取平均值作

为留出法的评估结果.例如进行 100 次随机划分，每次产生一个训练/测试集用

同时可得估计结呆的标 于实验评估， 100 次后就得到 100 个结果?而留出法返回的则是这 100 个结果的
准差，

平均.

此外，我们希望评估的是用 D 训练出的模型的性能，但留出法需划分训
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可从"偏差-方差" (参
见 2.6 节)的角度来理解
测试集小 时，坪千古结采的

方差较大， 训练集小时，评
估结果的偏差较大

一般而言，测试集至少

应含 30 个样例 [Mitchell ，

1997] 

亦称 "k倍交又验证"

({ 10 次 10 折交又验

证法"与 "100 次留 出

法"都是进行了 100 次训
练/，，1'] i式
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练/测试集7 这就会导致一个窘境:若令训练集 S包含绝大多数样本7 则训练出

的模型可能更接近于用 D 训练出的模型， 但由于 T 比较小，评估结果可能不够

稳定准确;若令测试集 T 多包含一些样本， 则训练集 S 与 D 差别更大了，被评

估的模型与用 D 训练出的模型相比可能有较大差别?从而降低了评估结果的保

真性(fidelity) 这个问题没有完美的解决方案， 常见做法是将大约 2/3 rv 4/5 的

样本用于训练，剩余样本用于测试.

2.2.2 交叉验证法

"交叉验证法" (cross validation)先将数据集 D 划分为 k 个大小相似的

互斥子集， 即 D = D1 U D2υ... U Dk, Di n Dj = ø (í 手 j ) . 每个子集 Di 都

尽可能保持数据分布的一致性，即从 D 中通过分层采样得到. 然后，每次用

k-1 个子集的并集作为训练集?余 F的那个子集作为测试集;这样就可获得 k

组训练/测试集，从而可进行 k 次训练和测试? 最终返回的是这 k 个测试结果

的均值 显然，交叉验证法评估结果的稳定性和保真性在很大程度上取决于 k

的取值，为强调这一点，通常把交叉验证法称为 " k 折交叉验证" (k-fold cross 

validat ion). k 最常用的取值是 10，此时称为 10 折交叉验证; 其他常用的 k 值

有 5、 20 等.图 2.2 给出了 10 折交叉验证的示意图.

D 

G 
ID1 1D2 1D31D4 1Ds ID6 1D71 D81Dg IDlOI 

训练集 测试集

| 叭队 I D31 马 IDs I D6 1 D71 D81 D91 ~ →测试结采 1 1 
|叭 队 ID31乌 IDs I D6 I D7 1D81DlOI 巨~ →测试结果2 廿生返回

r r 结果

ID2 1马 ID4 IDs ID6 ID7 ID8 IDg IDlOl 囚 →测议结果10 J 

图 2.2 10 折交又验证示意图

与留出法相似，将数据集 D 划分为 k 个子集同样存在多种划分方式.为

减小因样本划分不同而引入的差别 ， k 折交叉验证通常要随机使用不同的划分

重复 p 次?最终的评估结果是这 p 次 k 折交叉验证结果的均值，例如常见的有

"10 次 10 折交叉验证

{假院定数据集 D 中包含 m个样本3 若令 k=m ， 则得到了交叉验证法的一

个特例:留一法(Leave-One-Ot比，简称 LOO) . 显然， 留一法不受随机样本划分
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参见习题 2.2

NFL 定理参见1.4 节

关于样本复杂度与泛化
性能之间的关系，参见第
12 章.

Bootstrap本意是"解靴
带"这里是在使用德国
18 世纪文学作品《吹牛

大王历险记》中解靴带自
助的典故，因此本书译为
"自助法" 自助采样亦

称"可重复采样"或"有
放回采样"

已是自然常数

气"表示集合;或法

集成学习参见第 8 章
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方式的影响，因为 m个样本只有唯一的方式划分为 m个子集一一每个子集包含

一个样本;留一法使用的训练集与初始数据集相比只少了一个样本，这就使得

在绝大多数情况下，留一法中被实际评估的模型与期望评估的用 D 训练出的模

型很相似.因此，留一法的评估结果往往被认为比较准确.然而，留一法也有其

缺陷:在数据集比较大时，训练 m个模型的计算开销可能是难以忍受的(例如数

据集包含 1 百万个样本，则需训练 1 百万个模型)，而这还是在未考虑算法调参

的情况下.另外，留一法的估计结果也未必永远比其他评估方法准确;"没有免

费的午餐"定理对实验评估方法同样适用.

2.2.3 自助法

我们希望评估的是用 D 训练出的模型.但在留出法和交叉验证法中，由于

保留了一部分样本用于测试，因此实际评估的模型所使用的训练集比 D 小，这

必然会引入一些因训练样本规模不同而导致的估计偏差.留一法受训练样本规

模变化的影响较小，但计算复杂度又太高了.有没有什么办法可以减少训练样

本规模不同造成的影响，同时还能比较高效地进行实验估计呢?

"自助法" (bootstrapping)是一个比较好的解决方案，它直接以自助采样

法(bootstrap sampling)为基础 [Efron and Tibshirani, 1993]. 给定包含m 个样

本的数据集 D ， 我们对它进行采样产生数据集 D': 每次随机从 D 中挑选一个

样本7 将其拷贝放入 DF' 然后再将该样本放回初始数据集 D 中，使得该样本在

下次采样时仍有可能被采到;这个过程重复执行m 次后?我们就得到了包含 m

个样本的数据集 DF，这就是自助采样的结果.显然， D 中有一部分样本会在 D'

中多次出现，而另一部分样本不出现.可以做一个简单的估计，样本在 m 次采

样中始终不被采到的概率是(1 一去)m ， 取极限得到

(2.1) 

即通过自助来样，初始数据集 D 中约有 36.8% 的样本未出现在采样数据集 D'

中.于是我们可将 D' 用作训练、集， D\D' 用作测试集;这样?实际评估的模型与

期望评估的模型都使用 m个训练、样本，而我们仍有数据总量约 1/3 的、没在训

练集中出现的样本用于测试.这样的测试结果，亦称"包外估计" (out-of-bag 

estimate). 

自助法在数据集较小、难以有效划分训练/测试集时很有用;此外，自助法

能从初始数据集中产生多个不同的训练集，这对集成学习等方法有很大的好处.

然而，自助法产生的数据集改变了初始数据集的分布，这会引入估计偏差.因
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此，在初始数据量足够时，留出法和交叉验证法更常用一些.

2.2.4 调参与最终模型

大多数学习算法都有些参数(parameter)需要设定，参数配置不同，学得模

型的性能往往有显著差别.因此，在进行模型评估与选择时，除了要对适用学习

算法进行选择，还需对算法参数进行设定，这就是通常所说的"参数调节"或

简称"调参" (parameter tuning). 

读者可能马上想到，调参和算法选择没什么本质区别:对每种参数配置都

训练出模型，然后把对应最好模型的参数作为结果.这样的考虑基本是正确的，

但有一点需注意:学习算法的很多参数是在实数范围内取值，因此，对每种参数

配置都训练出模型来是不可行的.现实中常用的做法?是对每个参数选定一个

范围和变化步长，例如在 [0 ， 0.2] 范围内以 0.05 为步长，则实际要评估的候选参

数值有 5 个，最终是从这 5 个候选值中产生选定值.显然，这样选定的参数值往

往不是"最佳"值，但这是在计算开销和性能估计之间进行折中的结果，通过

这个折中，学习过程才变得可行.事实上，即便在进行这样的折中后，调参往往

仍很困难.可以简单估算一下:假定算法有 3 个参数，每个参数仅考虑 5 个候选

值，这样对每一组训练/测试集就有 53 = 125 个模型需考察;很多强大的学习算
法有大量参数需设定，这将导致极大的调参工程量，以至于在不少应用任务中，

例如大型"深度学习" 参数调得好不好往往对最终模型性能有关键性影响.
模型甚至有上百亿个参数.

给定包含 m 个样本的数据集 D ，在模型评估与选择过程中由于需要留出

一部分数据进行评估测试，事实上我们只使用了一部分数据训练、模型.因此，在

模型选择完成后，学习算法和参数配置己选定，此时应该用数据集 D 重新训练

模型.这个模型在训练过程中使用了所有 m 个样本，这才是我们最终提交给用

户的模型.

另外，需注意的是，我们通常把学得模型在实际使用中遇到的数据称为测

试数据，为了加以区分，模型评估与选择中用于评估测试的数据集常称为"验

证集" (validation set). 例如，在研究对比不同算法的泛化性能时，我们用测试

集上的判别效果来估计模型在实际使用时的泛化能力，而把训练数据另外划分

为训练集和验证集，基于验证集上的性能来进行模型选择和调参.

2.3 性能度量

对学习器的泛化性能进行评估，不仅需要有效可行的实验估计方法，还需

要有衡量模型泛化能力的评价标准，这就是性能度量(performance measure). 
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性能度量反映了任务需求，在对比不同模型的能力时，使用不同的性能度量往

往会导致不同的评判结果;这意味着模型的"好坏"是相对的，什么样的模型

是好的?不仅取决于算法和数据，还决定于任务需求.

在预测任务中?给定样例集 D = {(X1 , Y1) , (X2 ， 的)， . . . , (Xm, Ym)} ， 其中饥

是示例 Xi 的真实标记.要评估学习器 f 的性能，就要把学习器预测结果 I(x)

与真实标记 υ 进行比较.

回归任务最常用的性能度量是"均方误差" (mean squared error) 

E(川)=二 (f (Xi) 一切)2 (2.2) 

更一般的，对于数据分布 Ð和概率密度函数 p(.) ， 均方误差可描述为

E(f ;Ð) = i~Ð州一的(x)dx (2.3) 

本节下面主要介绍分类任务中常用的性能度量.

2.3.1 错误率与精度

本章开头提到了错误率和精度?这是分类任务中最常用的两种性能度量，

既适用于二分类任务，也适用于多分类任务.错误率是分类错误的样本数占样

本总数的比例，精度则是分类正确的样本数占样本总数的比例.对样例集 D， 分

类错误率定义为

EU;D)=tEM) 并执) (2 .4) 

精度则定义为

acc(f; D) 主兰1I (f (Xi) = 饥) (2.5) 

1- E (f ;D) . 

旦王‘般的，对于数据分布 Ð 和概率密度函数 p(.) ， 错误率与精度可分别描

述为

E(fiD)ZLJfW川)dx , (2.6) 
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查准率亦称"准确卒"
查全卒亦称"召回率"

acc(f; Ð) L E M Z 剖归p
1 一 E(f;Ð) . 

(2.7) 

2.3.2 查准率、查全率与Fl

错误率和精度虽常用，但并不能满足所有任务需求.以西瓜问题为例，假定

瓜农拉来一车西瓜，我们用训练好的模型对这些西瓜进行判别，显然，错误率衡

量了有多少比例的瓜被判别错误.但是若我们关心的是"挑出的西瓜中有多少

比例是好瓜"，或者"所有好瓜中有多少比例被挑了出来

就不够用了'这时需要使用其他的性能度量.

类似的需求在信息检索、 Web搜索等应用中经常出现?例如在信息检索

中，我们经常会关心"检索出的信息中有多少比例是用户感兴趣的" u用

户感兴趣的信息中有多少被检索出来了

率" (reca叫all)是更为适用于此类需求的性能度量.

对于二分类问题，可将样例根据其真实类别与学习器预测类别的组合划

分为真正例(true positive)、假正例(false positive)、真反倒(true negative) 、

假反例(false negative)四种情形，令 TP、 FP、 TN、 FN 分别表示其对应的

样例数，则显然有 TP+FP+TN+FN=样例总数.分类结果的"泪淆矩

阵" (co时usion matrix)如表 2.1 所示

表 2.1 分类结果混淆矩阵

具实情况
预测结果

州一「反例

TP(真正例) I FN (假~17IJ)
FP (假正例) I TN (真反例)

正例

反例

查准率 P 与查全率 R分别定义为

TP 
P 二一一-一一一TP+FP' (2.8) 

. -N 
'-F 

n
一
+

一P
-T R 

(2.9) 

查准率和查全率是一对矛盾的度量.一般来说，查准率高时，查全率往往

偏低;而查全率高时，查准率往往偏低.例如，若希望将好瓜尽可能多地选出来，

则可通过增加选瓜的数量来实现，如果将所有西瓜都选上，那么所有的好瓜也
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以信息4全索应用为例，
逐条向用尸反馈其可能感
兴趣的信息，即可计算出

查全率、查准卒

亦称 "PR 曲线"或

"PR 图"

为绘图方便和美观，示

意图显示出羊调平滑曲线，

但现实任务中的 P-R 曲线

常是非羊调、不平滑的，
在很多局部有上下波动
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必然都被选上了，但这样查准率就会较低;若希望选出的瓜中好瓜比例尽可能

高，则可只挑选最有把握的瓜， 但这样就难免会漏掉不少好瓜，使得查全率较

低.通常只有在一些简单任务中 7 才可能使查全率和查准率都很高.

在很多情形札我们可根据学习器的预测结果对样例进行排序，排在前面

的是学习器认为"最可能"是正例的样本?排在最后的则是学习器认为"最

不可能"是正例的样本.按此顺序逐个把样本作为正例进行预测，则每次可以

计算出当前的查全率、 查准率以查准率为纵轴、查全率为横轴作图，就得到

了查准率-查全率曲线，简称 "P-R曲线"显示该曲线的图称为 "P-R图" 图

2.3 给出了一个示意图.

10 

特 0.6 ↑
传 I ./ 
喇 0.4 ~ 

0.2 ~ / 

O l 020406 
查全率

图 2.3 P-R曲线与平衡点示意图

P-R 图直观地显示出学习器在样本总体上的查全率、 查准率.在进行比较

时?若一个学习器的 P-R 曲线被另一个学习器的曲线完全"包住" ， 则可断言

后者的性能优于前者， 例如图 2 .3 中学习器 A 的性能优于学习器 C; 如果两个

学习器的 P-R 曲线发生了交叉7 例如图 2 .3 中的 A 与 B ，则难以-般性地断言

两者孰优孰劣?只能在具体的查准率或查全率条件下进行比较然而，在很多情

形下，人们往往仍希望把学习器 A 与 B 比出个高低. 这时一个比较合理的判据

是比较 P-R 曲线节面积的大小，它在一定程度上表征了学习器在查准率和查全

率上取得相对"双高"的比例.但这个值不太容易估算， 因此7 人们设计了一些

综合考虑查准率、 查全率的性能度量.

"平衡点 " (Break-Event Point，简称 BEP)就是这样一个度量，它是"查

准率=查全率"时的取值3 例如图 2.3 中学习器 C 的 BEP 是 0.64，而基于 BEP

的比较，可认为学习器 A 优于 B .
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Fl 是基于查准率与查
全率的调和平均(harinonic
mean)定义的:

古= ~. (~+主)
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但 BEP 还是过于简化了些，更常用的是 F1 度量:

2xPxR 2 xTP 
F1= 一一一一 -1.>，q"，I .v._ .,,-,r-. "-'~T' (2.10) P+R 样例总数 +TP-TN

在一些应用中，对查准率和查全率的重视程度有所不同.例如在商品推荐

系统中，为了尽可能少打扰用户，更希望推荐内容确是用户感兴趣的，此时查准

率更重要;而在逃犯信息检索系统中，更希望尽可能少漏掉逃犯，此时查全率更

重要. F1 度量的一般形式--Fß' 能让我们表达出对查准率/查全率的不同偏

好，它定义为

?则胁了调7712\ 乃=飞之)马♂tL7?R飞， 归
F马3 ← 1忏+β俨2 飞\p ' R)" 其中 ß>O度量了查全率对查准率的相对重要性 [Van Rijsbergen, 1979]. ß = 1 

与算术平均(号旦)和几 时退化为标准的 F1; ß> 1 时查全率有更大影响 ; ß < 1 时查准率有更大影响.
何平均( ..jP艾R)相比，调

和平均~重视或小值. 很多时候我们寄多个二分类混淆矩阵，例如进行多次训练/测试，每次得到

一个混淆矩阵;或是在多个数据集上进行训练/测试，希望估计算法的"全局"

性能;甚或是执行多分类任务，每两两类别的组合都对应一个混淆矩阵，

总之，我们希望在 n 个二分类混淆矩阵上综合考察查准率和雪全率

一种直接的做法是先在各混淆矩阵上分别计算出查准率和查全率?

记为 (Pl， R1 ) ， (马 ， R2) ，"'， (凡 ， Rn) ， 再计算平均值，这样就得到"宏查准

率" (m肌ro-P) 、 "宏查全率" (macro-R)，以及相应的"宏F1" (macro-F1): 

mm0·p=iZR，但

m阳。R=izι(2.13)

Inacro-P x macro-R macro-F1 = - ,. ~~~---- - •• ~~~---:.. -. (2.14) 
macro-P + macrc护 n

还可先将各泪淆矩阵的对应元素进行平均，得到 TP、 FP、 TN、 FN 的

平均值，分别记为 TP、 FP、 Tl可、 F万，再基于这些平均值计算出"微查准

率"(micrE←P) 、 "徽查全率" (micro-R)和"微F1" (micro-F1): 

TP 
mlCro-r = =--=工‘

TP+FP' 
(2.15) 
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TP 
mlCrO-l'í = =一一τ ‘ 

TP+FN' 

2 x micrc←PX 口ùcro-R
micrc• F1= 

micro-P + micro-R 

(2.16) 

(2.17) 

2.3.3 ROC 与 AUC

很多学习器是为测试样本产生一个实值或概率预测，然后将这个预测值与

一个分类阔值(threshold)进行比较，若大于|词值则分为正类，否则为反类.例

如，神经网络在一般情形下是对每个测试样本预测出一个 [0.0，1.0] 之间的实值，

然后将这个值与 0.5 进行比较，大于 0.5 则判为正例，否则为反例.这个实值或

概率预测结果的好坏，直接决定了学习器的泛化能力.实际上?根据这个实值或

概率预测结果，我们可将测试样本进行排序，"最可能"是正例的排在最前面，

"最不可能"是正例的排在最后面.这样，分类过程就相当于在这个排序中以

某个"截断点" (cut point)将样本分为两部分，前一部分判作正例，后一部分则

判作反例.

在不同的应用任务中，我们可根据任务需求来采用不同的截断点，例如若

我们更重视"查准率"，则可选择排序中靠前的位置进行截断;若更重视"查

全率"，则可选择靠后的位置进行截断.因此，排序本身的质量好坏，体现了综

合考虑学习器在不同任务下的"期望泛化性能"的好坏，或者说"一般情况

下"泛化性能的好坏. ROC 曲线则是从这个角度出发来研究学习器泛化性能

的有力工具.

ROC 全称是"受试者工作特征" (Receiver Operating Characteristic) 曲

线7 它源于"二战"中用于敌机检测的雷达信号分析技术，二十世纪六七十

年代开始被用于→些心理学、医学检测应用中?此后被引入机器学习领域

[Spackman, 1989]. 与 2.3.2 节中介绍的 P-R 曲线相似?我们根据学习器的预

测结果对样例进行排序，按此顺序逐个把样本作为正例进行预测，每次计算

出两个重要量的值，分别以它们为横、纵坐标作图'就得到了 "ROC 曲线

与 P卫-R 曲线使用查准率、查全率为纵、横轴不同， ROC 曲线的纵轴是"真正

例率" (True Positive Rate，简称 TPR)，横轴是"假正例率" (False Positive 

Rate，简称 FPR)，基于表 2.1 中的符号，两者分别定义为

, -N 
'-F 

凹

-
l
h

-TA R P T 
(2.18) 

-

R÷… R P F 
(2.19) 
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基于有限个测试样例绘
制 P-R 图时有同样问题
本书到这里才介绍近似曲

线的绘制，是为了便于下
面介绍 AUC 的计算

第 2 章模型评估与选择

显示 ROC 曲线的图称为 "ROC 图"图 2叫a)给出了一个示意图，显然，

对角线对应于 "随机猜测" 模型，而点 (0， 1 ) 则对应于将所有正例排在所有反

例之前的"理想模型"

1.0 

。.8

侍 0.6
写E
叫
咔 0.4

0.2 

。

1.0 

0.8 

恃 0.6
写E
叫
咔 0.4

0.2 

。

AUC 

0.2 0.4 0.6 
假正例卒

(b) 基于有限样例绘制的 ROC 曲线
与 AUC

图 2.4 ROC 曲线与 AUC 示意图

现实任务中通常是利用有限个测试样例来绘制 ROC 图，此时仅能获得有

限个(真正例率，假正例率)坐标对，无法产生图 2.4(a)中的光滑 ROC 曲线， 只能

绘制出如图 2叫b)所示的近似 ROC 曲线.绘图过程很简单:给定 m+ 个正例和

m一 个反例，根据学习器预测结果对样例进行排序，然后把分类阔值设为最大，

即把所有样例均预测为反例，此时真正例率和假正例率均为 0， 在坐标 (0， 0) 处

标记一个点然后，将分类阐值依次设为每个样例的预测值，即依次将每个样例

划分为正例.设前一个标记点坐标为 (X， y) ， 当前若为真正例，则对应标记点的

坐标为 (X， y + 步);当前若为假正例，则对应标记点的坐标为 (X + 去， ν)，然

后用线段连接相邻点即得.

进行学习器的比较时， 与 P-R 图相似， 若一个学习器的 ROC 曲线被另一

个学习器的曲线完全"包住"， 则可断言后者的性能优于前者;若两个学习器

的 ROC 曲线发生交叉，则难以-般性地断言两者孰优孰劣. 此时如果一定要进

行比较， 则较为合理的判据是比较 ROC 曲线下的面积，即 AUC (Area Under 

ROC Curve)，如图 2.4 所示.

从定义可知， AUC 可通过对 ROC 曲线下各部分的面积求和而得. 假

定 ROC 曲线是由坐标为 {(Xl ， yl), (X2, Y2) , . . . , (xm, Ym)} 的点按序连接而形
成(Xl =0, xm = 1) ; 参见图 2.4(b)，则 AUC 可估算为
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AUC=; 汇 (Xi+l 均)队十饥+1) ρ 

形式化地看， AUC 考虑的是样本预测的排序质量，因此它与排序误差有紧

密联系.给定 m十个正例和 m 个反例?令 D+ 和 D一分别表示正、反例集合，

则排序"损失" (loss)定义为

fl.rank = 中=艺艺 l][ (f (æ+) < f(æ一))十 iE(fW)zf(z一)) ) , 
æ+ED十 gεD飞/

(2.21 ) 

即考虑每一对正、反例?若正例的预测值小于反例?则记一个"罚分

等?则t记己 0.5 个"罚分"容易看出 ， fl.rαnk 对应的是 ROC 曲线之上的面积:若

一个正例在 ROC 曲线上对应标记点的坐标为 (X ， y) ， 则 z 恰是排序在其之前的

反例所占的比例?即假正例率.因此有

AUC = 1- fl.rαnk . (2.22) 

2.3.4代价敏感错误率与代价曲线

在现实任务中常会遇到这样的情况:不同类型的错误所造成的后果不同.

例如在医疗诊断中，错误地把患者诊断为健康人与错误地把健康人诊断为患者，

看起来都是犯了"一次错误"但后者的影响是增加了进→步检查的麻烦，前

者的后果却可能是丧失了拯救生命的最佳时机;再如，门禁系统错误地把口J通

行人员拦在门外，将使得用户体验不佳，但错误地把陌生人放进门内，则会造成

严重的安全事故.为权衡不同类型错误所造成的不同损失，可为错误赋予"非

均等代价" (unequa1 cost). 

以二分类任务为例，我们可根据任务的领域知识设定一个"代价矩

阵" (cost matrix) ，如表 2.2 所示，其中 costij 表示将第 i 类样本预测为第 j 类

样本的代价.一般来说， costii = 0; 若将第 0 类判别为第 1 类所造成的损失更

一般情况下，重要的是 大，则 cost01 > costlO; 损失程度相差越大， cost01 与 costlO 值的差别越大.
代价比值而非绝对值， 17'1 / ., 
如 costOl costl0 5 1 
与 50: 10 所起效果相当

第 0 类

第 1 类

阵
-
睛
一
句
一O
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…

R
F
一
才
在
一
刀
一

价
一
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…f
h
υ←卜
←
|

凯
一
叭
叭
-
现
一
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一
问

斗
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表
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真实类别
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参见习题 2.7

"规范化" (normaliza­
tion) 是将不同变化范围的
位映射到相同的固定范围

中，常见的是 [0 ， 1]. 此时亦
称"归一化" 参见习题
2.8. 
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回顾前面介绍的一些性能度量可看出，它们大都隐式地假设了均等代价，

例如式(2.4)所定义的错误率是直接计算"错误次数"，并没有考虑不同错误会

造成不同的后果.在非均等代价下，我们所希望的不再是简单地最小化错误次

数，而是希望最小化"总体代价" (total cost). 若将表 2.2 中的第 0 类作为正

类、第 1 类作为反类?令 D+ 与 D一分别代表样例集 D 的正例子集和反例子

集，则"代价敏感" (cost-sensitive)错误率为

E (f; D; cost) =二|艺 II (f (叫)向) xωtQ1 
\X;ξD+ 

+ L 1I(f (Xi) 向i) XωstlO I . (2.23) 
Xi巳D一/

类似的，可给出基于分布定义的代价敏感错误率，以及其他一些性能度量

如精度的代价敏感版本.若令 costij 中的 4、 j 取值不限于0、 1，则可定义出多

分类任务的代价敏感性能度量.

在非均等代价下， ROC 曲线不能直接反映出学习器的期望总体代价，而

"代价曲线" (cost curve) 则可达到该目的.代价曲线图的横轴是取值为 [0 ， 1]

的正例概率代价

pX costOl 
P(+)cost 二

px ωst01 + (1 - p) xωst107 

其中 p 是样例为正例的概率;纵轴是取值为 [0 ， 1] 的归一化代价

ωst~nT~ !NR X P x cost01 十 FPR x (1- p) x ∞stlO 
norm p xωst01 + (1 - p) xωst10' 

(2.24) 

(2.25) 

其中 FPR 是式(2.19)定义的假E例率， FNR == 1 - TPR 是假反例率.代价曲线

的绘制很简单: ROC 由线上每…点对应了代价平面上的二条线段7 设 ROC 曲

线上点的坐标为 (TPR， FPR)，则可相应计算出 FNR，然后在代价平面上绘制

一条从 (O ， FPR) 到 (l ， FNR) 的线段，线段下的面积即表示了该条件下的期望

总体代价;如此将 ROC 曲线土的每个点转化为代价平面上的一条线段，然后

取所有线段的下界，围成的自积即为在所有条件下学习器的期望总体代价，如

图 2.5 所示.
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更多关于假设检验的介

绍可参见[Wellek. 2010] 
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0.5 1.0 
正例概率代价

图 2.5 代价曲线与期望总体代价

2.4比较检验

有了实验评估方法和性能度量，看起来就能对学习器的性能进行评估比较

了:先使用某种实验评估方法测得学习器的某个性能度量结果，然后对这些结

果进行比较.但怎么来做这个"比较"呢?是直接取得性能度量的值然后"比

大小"吗?实际上，机器学习中性能比较这件事要比大家想象的复杂得多.这

里面涉及几个重要因素:首先，我们希望比较的是泛化性能，然而通过实验评估

方法我们获得的是测试集上的性能，两者的对比结果可能未必相同;第二，测试

集上的性能与测试集本身的选择有很大关系，且不论使用不同大小的测试集会

得到不同的结果，即使用相同大小的测试集?若包含的测试样例不同，测试结果

也会有不同;第二，很多机器学习算法本身有一定的随机性，即便用相同的参数

设置在同一个测试集上多次运行，其结果也会有不同.那么，有没有适当的方法

对学习器的性能进行比较呢?

统计假设检验(hypothesis test)为我们进行学习器t性能比较提供了重要依

据.基于假设检验结果我们可推断出，若在测试集上观察到学习器 A 比 B 好，

则 A 的泛化性能是否在统计意义上优于 B，以及这个结论的把握有多大.下面

我们先介绍两种最基本的假设检验，然后介绍几种常用的机器学习性能比较方

法.为便于讨论，本节默认以错误率为性能度量，用 E 表示.

2.4.1 假设检验

假设检验中的"假设"是对学习器泛化错误率分布的某种判断或猜想，例

如 "f = fO". 现实任务中我们并不知道学习器的泛化错误率，只能获知其测试错
误率 ι 泛化错误率与测试错误率未必相同，但直观上?三者接近的可能性应比
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α 的常用取位有
0.05、 0.1，图 2.6 中 α 较
大是为了绘图方便，

5.t. 是 "5ubject to" 的

简写，使左边式子在右边
条件满足时成立
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较大，相差很远的可能性比较小.因此， 可根据测试错误率估推出泛化错误率的

分布.

泛化错误率为 E 的学习器在一个样本上犯错的概率是 ε; 测试错误率 E意味

着在m个测试样本中恰有三 xm个被误分类.假定测试样本是从样本总体分布

中独立采样而得，那么泛化错误率为 ε 的学习器将其中 m' 个样本误分类、 其

余样本全部分类正确的概率是 fm' (1 - fr-m' ; 由此可估算出其恰将 Ê x m 个

样本误分类的概率如下式所示，这也表达了在包含 m个样本的测试集上， 泛化

错误率为 E 的学习器被测得测试错误率为 王的概率:

P(Ê; f) = (Ê 了'm)fÊxm(1一俨xm (2.26) 

给定测试错误率，则解 θP(Ê; f)/8f = 0 可知， P(正; f) 在 ε= 三时最大， k- ÊI 增

大时 P(Ê; f) 减小.这符合二项(binomial)分布，如图 2.6 所示，若 f = 0.3，则 10

个样本中测得 3 个被误分类的概率最大.

0.25 

0.20 

0.15 

候革+￡ 
0,10 

。.05

。

图 2.6 二项分布示意图 (m = 10， ε= 0.3) 

我们可使用"二项检验" (binomial test)来对"εζ0.3"(即"泛化错误率是

否不大于 0.3" )这样的假设进行检验.更一般的，考虑假设 "εζε。"，则在

l 一 α 的概率内所能观测到的最大错误率如下式计算.这里 1 一 α 反映了结论的

"置信度" (confidence)，直观地来看，相应于图 2.6 中非阴影部分的范围

e = maxf S.t 二+î (7)年 (2.27) 
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二项检验的临界位在 R

语言中可通过qbinom(l­

Ct:， m，句)计 算，在 Matlab
中是 icdf ('Binomial' , 1 一
α， m， ε0) 

R 语言是面向统计计

算的开源脚本语言， 参几
www.r-project.org 

此时若测试错误率 E 小于临界值 Ë，则根据二项检验可得出结论:在 α 的显著度

下，假设"ε~ EO"不能被拒绝，即能以 1 一 α 的置信度认为，学习器的泛化错误

率不大于 EO; 否则该假设可被拒绝，即在 α 的显著度下可认为学习器的泛化错

误率大于 EO.

在很多时候我们并非仅做一次留出法估计，而是通过多次重复留出法或是

交叉验证法等进行多次训练/测试，这样会得到多个测试错误率， 此时可使用

"t 检验" (t-test). 假定我们得到了 k 个测试错误率，缸，也 ... ，龟，则平均测试

错误率 μ和方差 σ2为

μ=i乞， (2.28) 

μ
 

K
Z
间一

户

σ
 

(2.29) 

考虑到这 k 个测试错误率可看作泛化错误率句的独立采样，则变量

吭 Jk(μ- EO) 

σ 
(2.30) 

服从自由度为 k-l 的 t 分布，如图 2.7 所示.

概
率
密
度

α 

气， ‘4 -10 5 。 5 

Tt 

10 

固 2.7 t 分布示意图 (k = 10) 

对假设"μ = E。"和显著度 α，我们可计算出当测试错误率均值为 EO 时，在

1 α 概率内能观测到的最大错误率，即临界值.这里考虑双边(twφtailed)假

设，如图 2.7 所示，两边阴影部分各有 α/2 的面积;假定阴影部分范围分别为

l一∞， t_白/2] 和 [ta/2 ， ∞].若平均错误率 μ 与 EO 之差 |μ- Eo l 位于临界值范围
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临界侄儿/2 在民语言
中可通过 qt(l 一 α/2 ， k -
1) 计算，在 Matlab 中是
icdf('T' ， lα/2， k -1). 
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[t_α/2，乌/2] 内，则不能拒绝假设"μ=E。"，即可认为泛化错误率为 EO，置信度为

1 一 α; 否则可拒绝该假设，即在该显著度下可认为泛化错误率与 EO 有显著不

同.α 常用取值有 0.05 和 0.1.表 2.3 给出了一些常用临界值.

表 2.3 双边 t检验的常用临界值

k 
α 

2 5 10 20 30 

0.05 12.706 2.776 2.262 2.093 2.045 
0.10 6.314 2.132 1.833 1.729 1.699 

上面介绍的两种方法都是对关于单个学习器泛化性能的假设进行检验，而

在现实任务中，更多时候我们需对不同学习器的性能进行比较，下面将介绍适

用于此类情况的假设检验方法.

2.4.2 交叉验证 t 检验

对两个学习器 A 和 B ，若我们使用 k 折交叉验证法得到的测试错误率分

别为 Ef ， Ef，...， Ef 和 EtEP，...， Ef，其中 Ef 和平是在相同的第 4 折训练/测
试集上得到的结果，则可用 k 折交叉验证"成对 t 检验" (paired t-tests )来进行

比较检验.这里的基本思想是若两个学习器的性能相同，则它们使用相同的训

练/测试集得到的测试错误率应相同，即 Ef=EP.

具体来说，对 k 折交叉验证产生的 k 对测试错误率:先对每对结果求差，

Az=Ef-EP; 若两个学习器性能相同，则差值均值班为零.因此，可根据差值

.ð.1 , .ð.2 , . . . ，.ð.k 来对"学习器 A 与 B 性能相同"这个假设做 t 检验，计算出差值

的均值 μ 和方差 σ2，在显著度 α 下，若变量

η 斗争| (2.31) 

小于临界值 ta/2， k-ll 则假设不能被拒绝，即认为两个学习器的性能没有显著差
另Ù; 否则可认为两个学习器的性能有显著差别，且平均错误率较小的那个学习

器性能较优.这里 ta/2 ， k-1 是自由度为 k-1 的 t 分布上尾部累积分布为 α/2
的临界值.

欲进行有效的假设检验，一个重要前提是测试错误率均为泛化错误率的独

立采样.然而，通常情况下由于样本有限，在使用交叉验证等实验估计方法时，

不同轮次的训练集会有一定程度的重叠，这就使得测试错误率实际上并不独立，

会导致过高估计假设成立的概率.为缓解这一问题，可采用 "5 x 2 交叉验证"
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中文称为"卡方分布"

临界值址在 R 语

言中可通过 qchisq(l
α， k-l)计算，在 Matlab 中
是 icdf ('Chisquare' , 1 一
白， k -1). 这里的 k = 2 

走进行比较的算法个数.
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法 [Dietterich ， 1998]. 

5x2 交叉验证是做 5 次 2 折交叉验证，在每次 2 折交叉验证之前随机将数

据打乱?使得 5 次支又验证中的数据划分不重复.对两个学习器 A 和 B，第 4 次

2 折交叉验证将产生两对测试错误率?我们对它们分别求差，得到第 1 折上的差

值 Aj 和第 2 折上的差值 ß~. 为缓解测试错误率的非独立性，我们仅计算第 1

次 2 折交叉验证的两个结果的平均值 μ= 0.5(ßi + ßr)，但对每次 2 折实验的

结果都计算出其方差 σ仨 (ßl 一笃到2+ 何一句句2 变量

f..L 
Tt = ----;===一一一一

5 

0.2 I: ut 
(2.32) 

服从自由度为 5 的 t 分布，其双边检验的临界值凡12 ， 5 当 α 止。.05 时为 2.5706 ，

α= 0.1 时为 2.0150.

2.4.3 McNemar 检验

对二分类问题，使用留出法不仅可估计出学习器 A 和 B 的测试错误率，还

可获得两学习器分类结果的差别，即两者都正确、都错误、一个正确另一个错

误的样本数，如"列联衷" (contingency table) 2.4所示.

表 2.4 两学习器分类差别列联表

算法 B
算法 A

正确 辛苦误

.J1.确 eOO eOl 

辛苦误 eîo e l1 

若我们做的假设是两学习器性能相同?则应有 e01 - elQ，那么变量

le01 - elO l 应当服从正态分布，且均值为 1，方差为 e01 十 elQ.回此变量

久 (le01 - e lO l- 1)2 
、 .2 二二

^ e01 十 elO
(2.33) 

服从自由度为 1 的 χ2 分布?即标准正态分布变量的平方.给定显著度 α，当以

上变量恒小于临界值功时，不能拒绝假设，即认为两学习器的性能没有显著差

别;否则拒绝假设，即认为两者性能有显著差别，且平均错误率较小的那个学习

器性能较优.自由度为 1 的 χ2 检验的临界值当 α= 0.05 时为 3.8415 ， α= 0.1 

时为 2.7055.
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2.4.4 Friedman 检验与 N凹nenyl 后续检验

交叉验证 t 检验和 McNemar 检验都是在一个数据集上比较两个算法的

性能，而在很多时候，我们会在一组数据集上对多个算法进行比较.当有多个

算法参与比较时，一种做法是在每个数据集上分别列出两两比较的结果，而在

两两比较时可使用前述方法;另一种方法更为直接?即使用基于算法排序的

Friedman 检验.

假定我们用 Dl' D2 、 D3 和 D4 四个数据集对算法 A、 B、 C 进行比较.

首先，使用留出法或交叉验证法得到每个算法在每个数据集仁的测试结果?然

后在每个数据集上根据测试性能由好到坏排序，并赋予序值 1 ， 2, ...，若算法的

测试性能相同，则平分序值.例如，在 D1 和 D3 上， A 最好、 8 其次、 C 最差，

而在 D2 上， A 最好、 B 与 C 性能相间，……，则可列出表 2.5，其中最后一行通

过对每一列的序值求平均，得到平均序值.

表 2.5 算法比较序位表

数据集 算法 A 算法 B 算法 C

Dl 1 2 3 
D2 l 2.5 2.5 

D3 1 2 3 

D4 1 2 3 

平均序值 1 2.125 2.875 

然后，使用Friedman 检验来判断这些算法是否性能都相同.若相同，则它

们的平均序值应当相同.假定我们在 N 个数据集上比较 k 个算法，令?飞表示第

4 个算法的平均序值，为简化讨论，暂不考虑平分序值的情况，则 η 服从正态分

布?其均值和方差分别为 (k + 1)/2 和 (k2 - 1)/12. 变量

χ2= 午二三LZ(Tz 一号)

=刮去?一叩:) ρ 
在 k 和 N 都较大时，服从自由度为 k-1 的 χ2 分布.

然而?上述这样的"原始Friedman 检验"过于保守，现在通常使用变量

- - (N -1)Tx2 

YF Z N(k-1)-TX2' (2.35) 



2.4 比较检验

F检验的格界值在 R语

言中可通过 qf(l- a， k 一

1. (k -l)(N- 1)) 计算，在
Matlab 中是 icdf (/F / , 1 

白， k -1 , (k -1) * (N -1)). 
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其中 TX2 由式(2.34)得到 . TF 服从自由度为 k-1 和 (k - l)(N - 1) 的 F 分布，

表 2.6 给出了一些常用临界值.

表 2.6 F检验的常用临界值

α= 0.05 

数据集 算法个数 k

个数 N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

4 10.128 5.143 3.863 3.259 2.901 2.661 2.488 2.355 2.250 
5 7.709 4.459 3.490 3.007 2.711 2.508 2.359 2.244 2.153 
8 5.591 3.739 3.072 2.714 2.485 2.324 2.203 2.109 2.032 
10 5.117 3.555 2.960 2.634 2.422 2.272 2.159 2.070 1.998 
15 4.600 3.340 2.827 2.537 2.346 2.209 2.104 2.022 1.955 
20 4.381 3.245 2.766 2.492 2.310 2.179 2.079 2.000 1.935 

α= 0.1 

数据集 算法个数 k

个数 N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

4 5.538 3.463 2.813 2.480 2.273 2.130 2.023 1.940 1.874 
5 4.545 3.113 2.606 2.333 2.158 2.035 1.943 1.870 1.811 
8 3.589 2.726 2.365 2.157 2.019 1.919 1.843 1.782 1.733 
10 3.360 2.624 2.299 2.108 1.980 1.886 1.814 1.757 1.710 
15 3.102 2.503 2.219 2.048 1.931 1.845 1.779 1.726 1.682 
20 2.990 2.448 2.182 2.020 1.909 1.826 1.762 1.711 1.668 

若"所有算法的性能相同"这个假设被拒绝，则说明算法的性能显著不

同.这时需进行"后续检验" (post-hoc test)来进一步区分各算法.常用的有

Nemenyi 后续检验.

Nemenyi 检验计算出平均序值差别的临界值域

CD=JF , (2.36) 

也是 Tukey 分布的临 表 2.7 给出了 α= 0.05 和 0.1 时常用的如值.若两个算法的平均序值之差超出
界值，在 R 语言中可通
过 qtukey(l白， k ， Inf)! 了临界值域 CD， 则以相应的置信度拒绝"两个算法性能相同"这一假设­
sqrt (2) 计算

表 2.7 Nemenyi 检验中常用的也值

算法个数 k
α 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0.05 1.960 2.344 2.569 2.728 2.850 2.949 3.031 3.102 3.164 
0.1 1.645 2.052 2.291 2.459 2.589 2.693 2.780 2.855 2.920 
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有可能出现嗓声使得

自D 笋 y.
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以表 2.5 中的数据为例，先根据式(2.34)和 (2.35)计算出 Tp =24.429 ， 由表

2.6 可知，它大于 α= 0.05 时的 F 检验临界值 5.143，因此拒绝"所有算法性

能相同"这个假设.然后使用 Nemenyi 后续检验，在表 2.7 中找到 k = 3 时
QO.05 = 2.344，根据式(2.36)计算出临界值域 CD = 1.657，由表 2.5 中的平均序

值可知?算法 A 与 B 的差距，以及算法 B 与 C 的差距均未超过临界值域，而算

法 A 与 C 的差距超过临界值域，因此检验结果认为算法 A 与 C 的性能显著不

同，而算法 A 与 B、以及算法 B 与 C 的性能没有显著差别.

上述检验比较可以直观地用Friedman 检验图显示.例如根据表 2.5 的序

值结果可绘制出图 2.8，图中纵轴显示各个算法，横轴是平均序值.对每个算法?

用一个圆点显示其平均序值，以圆点为中心的横线段表示临界值域的大小.然

后就可从图中观察，若两个算法的横线段有交叠，则说明这两个算法没有显著

差别，否则即说明有显著差别.从图 2.8 中可容易地看出?算法 A 与 B 没有显著

差别，因为它们的横线段有交叠区域，而算法 A 显著优于算法 C ，因为它们的

横线段没有交叠区域.

临界值域

'---c--------，------引

平均序值----t

算法A

算法B

算法C

1.0 3.0 

图 2.8 Friedman 检验图

2.5 偏差与方差

对学习算法除了通过实验估计其泛化性能?人们往往还希望了解它"为什

么"具有这样的性能"偏差方差分解" (bias-variance decomposition)是解

释学习算法泛化性能的一种重要工具.

偏差方差分解试图对学习算法的期望泛化错误率进行拆解.我们知道，算

法在不同训练集上学得的结果很可能不同，即便这些训练集是来自同一个分布.

对测试样本队令 YD 为 m 在数据集中的标记， y 为 2 的真实标记， f(x; D) 为训
练集 D 上学得模型 f 在 m 上的预测输出.以回归任务为例，学习算法的期望预
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由式(2.37)，最后项为0

噪声期望为0，
因此最后项为0

测为

f(x) = ED[ f(x;D)] , 

使用样本数相同的不同训练集产生的方差为
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(2.37) 

var(x) = ED [(f (川)-f(x))斗， (2.38) 

噪声为

ιED [(YD-y)2] 

期望输出与真实标记的差别称为偏差(bias) ，即

(2.39) 

biαS2 ( x) = (1 (x) _ Y) 2 . (2 .40) 

为便于讨论，假定噪声期望为霉，即 ED[ω -y] =0. 通过简单的多项式展开合

井，可对算法的期望泛化误差进行分解:

E(σ川川;D剖)忡=也=

于是，

= ED [(f (叫一 f(刑十 f(x) 一如) 2] 
= ED [(f (吼叫 -f(X))2] 十 ED [(1 (X) 一如) 2J 

+ED [2 (f (x;D) - f(x)) (f (x) -YD)] 

= ED [(f (吼叫 f(x月1 十叫(1 (X)-YD)2]

=ED [(f (æ;D)-f(æ))2] +ED [(1 (æ)-Y+Y-YD)2] 

=ED [(f (æ;D)-f(æ))2] 十lED [(1 (æ) _y)2] +ED [(川D)2]

十 2ED [(1 (æ) - Y) (y - YD)] 

= ED [(f (川)-f(æ))才 + (f (æ) - y)2 + lED [(YD 一叫，
(2.41) 

E (f; D) = biαS2 (æ) 十四r (æ) +ε2 (2 .42) 

也就是说?泛化误差可分解为偏差、方差与噪声之和.

四顾偏差、方差、噪声的含义:偏差(2.40)度量了学习算法的期望预测与
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很多学习算法都可控制

训练程度，例如决策树可

控制层数，神经网络可控

制训练轮数，集成学习方
法可控制基学习器个数
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真实结果的偏离程度，即刻画了学习算法本身的拟合能力;方差(2.38)度量了闰

样大小的训练集的变动所导致的学习性能的变化，即刻画了数据扰动所造成的

影响;噪声(2.39) 则表达了在当前任务上任何学习算法所能达到的期望泛化误

差的F界，即刻画了学习问题本身的难度.偏差一方差分解说明，泛化性能是由

学习算法的能力、数据的充分性以及学习任务本身的难度所共同决定的.给定

学习任务?为了取得好的泛化性能，则需使偏差较小，即能够充分拟合数据，并

且使方差较小，即使得数据扰动产生的影响小.

一般来说?偏差与方差是有冲突的，这称为偏差一方差窘境(bias-variance 

dilemma). 图 2.9 给出了一个示意图给定学习任务，假定我们能控制学习算法

的训练程度，则在训练不足时?学习器的拟合能力不够强，训练数据的扰动不足

以便学习器产生显著变化，此时偏差主导了泛化错误率;随着训练程度的加深，

学习器的拟合能力逐渐增强，训练数据发生的扰动渐渐能被学习器学到，方差

逐渐主导了泛化错误率;在训练程度充足后，学习器的拟合能力已非常强，训练

数据发生的轻微扰动都会导致学习器发生显著变化，若训练数据自身的、非全

局的特性被学习器学到了，则将发生过拟合.

2.6 阅读材料

理整
得

-一--i.乏化误差
一一偏差
-…·方差

训练程度

图 2.9 泛化误差与偏差、方差的关系示意图

自助采样法在机器学习中有重要用途， [E仕0卫 and Tibshirani , 1993] 对此

进行了详细的讨论.

ROC 曲线在二十世纪八十年代后期被引入机器学习 [Spackm钮， 1989], 
AUC 则是JA九十年代中期起在机器学习领域广为使用 [Bradley ， 1997] ，但利用
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2.3.4 节仅讨论了基于类
别的误分类代价.
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ROC 曲线下面积来评价模型期望性能的做法在医疗检测中早已有之 [Har由y

and McNeil, 1983]. [Hand and Till , 2001] 将 ROC 曲线从二分类任务推广到多

分类任务. [Fawce忱， 2006] 综述了 ROC 酣线的用途.

[Drummond and Holte, 2006] 发明了代价曲线.需说明的是，机器学习过

程涉及许多类型的代价，除了误分类代价，还有测试代价、标记代价、属性代

价等，即使仅考虑误分类代价，仍可进一步划分为基于类别的误分类代价以及

基于样本的误分类代价.代价敏感学习 (cost-sensitive learning) [Elkan, 2001; 

Zhou and Liu, 2006] 专门研究非均等代价下的学习.

[Dietterich, 1998] 指出了常规 k 折交叉验证法存在的风险，并提出了 5x2

交叉验证法. [Demsar, 2006] 讨论了对多个算法进行比较检验的方法.

[Geman et al., 1992] 针对回归任务给出了偏差一方差一协方差分解(bias­

variance-covariance decomposition)，后来被简称为偏差一方差分解.虽然偏差

和方差确实反映了各类学习任务内在的误差决定因素，但式(2.42)这样优美的

形式仅在基于均方误差的回归任务中得以推导出.对分类任务，由于 0/1 损失

函数的跳变性，理论上推导出偏差方差分解很困难.己有多种方法可通过实

验对偏差和方差进行估计 [Kong and Dietterich, 1995; Kohavi and Wolpert, 

1996; Breiman, 1996; Friedman, 1997; Domi吨os， 2000].
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习题

2.1 数据集包含 1000 个样本，其中 500 个正例、 500 个反例，将其划分为

包含 70% 样本的训练集和 30% 样本的测试集用于留出法评估，试估

算共有多少种划分方式.

2.2 数据集包含 100 个样本，其中正、反例各一半，假定学习算法所产生

的模型是将新样本预测为训练样本数较多的类别(训练样本数相同时

进行随机猜测)，试给出用 10 折交叉验证法和留一法分别对错误率进

行评估所得的结果.

2.3 若学习器 A 的 F1 值比学习器 B 高试析A 的 BEP 值是否也比 B 高.

2.4 试述真正例率(TPR)、假正例率(FPR)与查准率(P)、查全率(R)之间

的联系.

2.5 试证明式(2.22).

2.6 试述错误率与 ROC 曲线的联系.

2.7 试证明任意一条 ROC 曲线都有一条代价曲线与之对应，反之亦然.

2.8 Min-max 规范化和公score 规范化是两种常用的规范化方法.令 z 和

X' 分别表示变量在规范化前后的取值，相应的，令 Xmin 和 Xm即表示

规范化前的最小值和最大值， x~in 和 z;mz 表示规范化后的最小值和

最大值，军和 σz 分别表示规范化前的均值和标准差，则 min-max 规范

化、 z-score 规范化分别如式(2.43)和 (2.44)所示.试析二者的优缺点.

d=z:YBWB 十 z -Xmin × (zLm-zLsn) ，- . 

, x-x 
3巳 =二一一一一一-

σ3巳

2.9 试述 χ2 检验过程.

~mα耳自m.n

2.10* 试述在Friedman 检验中使用式(2.34)与(2.35) 的区别.

(2 .43) 

(2 .44) 
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休息一会儿

1954 年该厂开始出版
《吉尼斯世界纪录大会)) . 

休息一会儿

小故事: t 检验、啤酒、 "学生'与威廉·戈瑟特

1899 年，由于爱尔兰都柏林的吉尼斯啤酒厂热衷于聘

用剑桥、牛津的优秀毕业生，学化学的牛津毕业生威廉·戈

瑟特 (William Gosset, 1876-1937) 到该厂就职，希望将他

的生物化学知识用于啤酒生产过程. 为降低啤酒质量监控

的戚本，戈瑟特发明了 t 检验法， 1908 年在 Biometrika 发

表.为防止泄漏商业机密'戈瑟特发表文章时用了笔名 "学生

称为 "学生氏 t 检验" (Student's t-test). 
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吉尼斯啤酒厂是一家很有远见的企业? 为保持技术人员 的高水准，该

厂像高校一样给予技术人员"学术假" , 1906-1907 年戈瑟特得以到"统

计学之父"卡尔·皮尔逊 (Karl Pearson, 1857-1936) 教授在伦敦大学学院

(University College London，简称 UCL) 的实验室访问学习.因此，很难说 t

检验法是戈瑟特在啤酒厂还是在 UCL 访学期间提出的，但 "学生"与戈

瑟特之间的联系是被 UCL 的统计学家们发现的，尤其因为皮尔逊教授恰是

Biometrika 的主编.





亦称"可理解性" (un­
derstandability) 

第 3 章线性模型

3.1 基本形式

给定由 d 个属性描述的示例 æ = (X1; 白;...; Xd) ， 其中均是 a 在第 4 个属

性上的取值，线性模型(linear model)试图学得一个通过属性的线性组合来进行

预测的函数，即

f(æ) = ω1X1 + ω2X2 十 ...+ωdXd + b , (3.1) 

一般用向量形式写成

f(æ) = ωTæ+b ， (3.2) 

其中 ω=(叫;ω2;'" ;ωd)' W 和 b 学得之后，模型就得以确定.

线性模型形式简单、易于建模，但却蕴涵着机器学习中一些重要的基本思

想.许多功能更为强大的非线性模型(nonlinear model)可在线性模型的基础上

通过引入层级结构或高维映射而得.此外，由于 ω 直观表达了各属性在预测中

的重要性，因此线性模型有很好的可解释'性(comprehensibility).例如若在西瓜

问题中学得 "f好瓜(æ)=O.2.x色泽 +O.5.x根蒂 +O.3.x敲声 +1" ，则意味着可

通过综合考虑色泽、根蒂和敲声来判断瓜好不好，其中根蒂最要紧，而敲声比

色泽更重要.

本章介绍几种经典的线性模型.我们先从回归任务开始，然后讨论三分类

和多分类任务.

3.2 线性回归

给定数据集 D = {(æ1 ,Y1) , (町，的)，...， (æm ， Ym)} ， 其中 æi (Xi1; 

zω. . . ; Xid) , Yi ε lR. "线性回归" (linear regression)试图学得一个线性模

型以尽可能准确地预测实值输出标记.

我们先考虑一种最简单的情形:输入属性的数目只有一个.为便于讨论，此

时我们忽略关于属性的下标，即 D = {(Xi ， Yi)}立l' 其中玛巴lR.对离散属性，

若属性值间存在"序" (order)关系，可通过连续化将其转化为连续值，例如二



线性模型

若将元序属性i主续化，

则会不恰当地引入序关系，
对后续处理如距离计算等
造成误导，参见 9.3 节.

第 3 章

值属性"身高"的取值"高" "矮"可转化为 {1札 O.叶，三值属性"高度"

的取值"高" "中" "低"可转化为 {1札 0.5 ， 0.0}; 若属性值间不存在序关

系，假定有 k 个属性值，则通常转化为 k 维向量，例如属性"瓜类"的取值"西

瓜" "南瓜" "黄瓜"可转化为 (0， 0 ， 1) ， (0 , 1 ，时， (1 ,0,0). 
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线性回归试图学得

(3.3) 

如何确定 ω 和 b 呢?显然?关键在于如何衡量 f(x) 与 u 之间的差别.2.3 节

介绍过，均方误差 (2.2)是回归任务中最常用的性能度量，因此我们可试图让均

方误差最小化，即

f(Xi) 口 ω町 +b， 使得 f(Xi) ~执.

均方误差亦称平方损失

(5quare 1055) 

(旷，扩) == arg min ) ~ (f (问)一切)2
(四 ，b) i:i 

= argmin ) :(Yi 一 ωXi -b? 
(凹，b) 立:

四*， b* 表示四和 b 的解.

(3.4) 

均方误差有非常好的几何意义?它对应了常用的欧几里得距离或简称"欧

氏距离" (Euclidean distance). 基于均方误差最小化来进行模型求解的方法称

为"最小二乘法" (least squ町e method). 在线性回归中，最小 A乘法就是试图

找到一条直线，使所有样本到直线上的欧氏距离之和最小.

求解 ω 和 b 使 E(白，b) = 艺立1 (Yi → ω问 -b? 最小化的过程，称为线性回归

模型的最小二乘"参数估计" (p町ameter estimation). 我们可将 E(四，b) 分到

对 ω 和 b 求导，得到

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

然后令式(3.5)和 (3.6)为零可得到 ω 和 b 最优解的闭式(closed-form)解

Z Yi(Xi - x) 
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最小二来法用途很广，
不仅限于线性回归

这里 E(四，则是关于四和
b 的凸函数，当它关于四和
b 的导数均为零时，得到四
和 b 的最优解.

对区问 [α，叫上定义

的函数 J， 若它对区间
中任意两点町， X2 均有
f(咛旦) ;;;监号且ρ ，
则称 f 为区间 [α ， bJ 上的凸
函数

U 形曲线的函数如

f(x) = x2 ， 通常是凸函数

对实数集上的函数，可

通过求二阶导数来在'J 别
若二阶导数在区间丰非负，
则称为凸函数，若二阶导

数在区间上'隆大于 0，则称
为严格凸函数.
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b= 卢汇(饥一叫， (3.8) 

其中注=去 2二 Xi 为 z 的均值.

更一般的情形是如本节开头的数据集 D， 样本由 d 个属性描述.此时我们

试图学得

f(Xi) = ωTXi + b ， 使得 f(仰m叫i) ，巳立 Uωi , 

归?称"多交量线性回 这称为"多元线性回归" (mu址山削l扰ti忖va缸.riat臼e linea町r regres部蚓吕剖io叫

类似的，可利用最小二乘法来对 ω 和 b 进行估计.为便于讨论，我们把 ω

和 b 吸收入向量形式 'ÛJ = (ω ; b) ， 相应的，把数据集 D 表示为一个 m x (d 十 1)

大小的矩阵 X ，其中每行对应于一个示例，该行前 d个元素对应于示例的 d 个

属性值，最后一个元素恒置为 1，即

X11 X12 

)(71 X22 X2d 1 I I xi 1 
. . . . . . 

X m l X m 2 Xmd 1} \x;, 1 
再把标记也写成向量形式 y=(ν1; 如;... ;Ym) ， 则类似于式(3剧?有

'ÛJ* = argmin (ν- X 'ÛJ )T (y - X 'ÛJ) 
咀3

令 Ew = (y - X 'ÛJ)T (y - X'ÛJ)，对'ÛJ求导得到

åB生中
万左= 2X1 (Xψ - y) 

(3.9) 

(3.10) 

令上式为零可得 'ÛJ 最优解的闭式解，但由于涉及矩阵逆的计算，比单变量情形

要复杂一些.下面我们做一个简单的讨论.

当 XTX 为满秩矩阵(full-rank matrix)或正走矩阵(positive definite ma­

trix)时，令式(3.10)为零可得

旷= (XTX)~1XTy ， (3.11) 

其中 (XTX)~l 是矩阵 (XTX) 的逆矩阵.令企i = (xi ， l) ， 则最终学得的多元
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例如，生物信息学的基
因芯片数据中常有成千上

万个属性，但往往只有几

十、上百个样伽l

回忆一下解线性方程

纽时，若因交量过多，则会
解出多纽解.

归纳偏好参见1.4 节，丘
则化参见 6.4、 1 1.4 节

第 3 章线性模型

线性回归模型为

f (Xi ) = x'f (XTXr 1 XTy (3.12) 

然而，现实任务中 xTx往往不是满秩矩阵.例如在许多任务中我们会遇到

大量的变量?其数目甚至超过样例数，导致 X 的列数多于行数， xTx 显然不满

秩.此时可解出多个仙， 它们都能使均方误差最小化.选择哪一个解作为输出，

将由学习算法的归纳偏好决定， 常见的做法是引入正则化 (regularization)项.

线性模型虽简单，却有丰富的变化. 例如对于样例忡， y) ， y ε lR，当我们希

望线性模型(3.2) 的预测值逼近真实标记 ν 时， 就得到了线性回归模型.为便于

观察?我们把线性回归模型简写为

υ =wTx+b . (3.13) 

可否令模型预测值逼近 u 的衍生物呢? 譬如说，假设我们认为示例所对应的输

出标记是在指数尺度上变化，那就可将输出标记的对数作为线性模型逼近的目

标， 即

lny = wTx +b (3.14) 

这就是"对数线性回归" (log-linear regression)，它实际上是在试图让 ewTæ+b

逼近 y. 式(3.14)在形式上仍是线性回归，但实质上已是在求取输入空间到输出

空间的非线性函数映射，如图 3.1 所示. 这里的对数函数起到了将线性回归模

型的预测值与真实标记联系起来的作用.

U 

30 

20 

百; = inuz

2 X 

图 3.1 对数线性回归示意图
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g(.) 连续且充分光滑 更一般地，考虑单调可微函数 g(.) ， 令

y = g-l(WTX 十 的， (3.15) 

这样得到的模型称为"广义线性模型" (generalized linear model)，其中函数

广义线性祺型的参数估 g(-) 称为"联系函数" (link function). 显然? 对数线性回归是广义线性模型在
计常通过加权最小二朱法

或极大似然法进行 g(-) = ln(.) 时的特例.

亦称 Heaviside 函数

3.3 对数几率回归

上一节讨论了如何使用线性模型进行回归学习，但若要做的是分类任务该

怎么办?答案蕴涵在式(3.15)的广义线性模型中.只需找一个单调可做函数将

分类任务的真实标记 υ 与线性回归模型的预测值联系起来.

考虑二分类任务， 其输出标记 νε{0， 1}，而线性回归模型产生的预测值

z = ωTx +b 是实值，于是?我们需将实值 z 转换为 0/1 值. 最理想的是"单位

阶跃函数" (unit-step function) 

I 0, z < 0 ; 

y = < 0.5, z = 0 ; 

1 1, z > 0 , 

(3.16) 

即若预测值 z 大于零就判为正例小于零则判为反例预测值为临界值零则可

任意判别，如图 3.2 所示.

10 

l 
y= 一一一­

l 十 巳 Z

p 

5 

图 3.2 单位阶跃函数与对数几率函数

Z >O 

z = 0; 

二 < 0

10 z 
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简称"对率函数，

注意对数几率函数与

"对数函数" ln(.) 不同.

第 3 章线性模型

但从图 3.2 可看出，单位阶跃函数不连续，因此不能直接用作式(3.15)中

的 g-(-). 于是我们希望找到能在一定程度上近似单位阶跃函数的"替

代函数" (surrogate function)，并希望它单调可微.对数几率函数(logistic

function)正是这样一个常用的替代函数:

1 
y = . -~ 1 + e-z 

(3.17) 

Sigmoid 函数即形似 s 从图 3.2 可看出，对数几率函数是一种 "Sigmoid 函数"，它将 z 值转化为一个

的函数对率函数是 Sig- 接近 0 或 1 的 υ 值并且其输出值在 z 一 0 附近变化很陡.将对数几率函数作为
moid 函数最重要的代表， 日 , 一

在第 5 章将看到它在神经 g一(-)代入式(3.15) ，得到
网络中的重要作用.

有文献译为"逻辑回

归，但中文"逻辑"与

logistic 和 logit 的含义相
去甚远，因此本书意译为
"对数几率回归，简称

"对率回归，

1 
y= 

1+ε(四Tæ+b) . 

类似于式(3.14) ，式(3.18)可变化为

丑一旦一 =ωTæ+b.
1-y 

(3.18) 

(3.19) 

若将 u 视为样本 z 作为正例的可能性，则 1-y 是其反例可能性，两者的比值

U 
1-y 

(3.20) 

称为"几率" (odds)，反映了 m 作为正例的相对可能性.对几率取对数则得到

"对数几率" (log odds，亦称 logit)

l丑一旦一-
1-y 

(3.21) 

由此可看出，式(3.18)实际上是在用线性回归模型的预测结果去逼近

真实标记的对数几率，因此，其对应的模型称为"对数几率回归" (logistic 

regression，亦称 logit regr臼sio丑).特别需注意到，虽然它的名字是"回归"，但

实际却是一种分类学习方法.这种方法有很多优点，例如它是直接对分类可能

性进行建模，无需事先假设数据分布?这样就避免了假设分布不准确所带来的

问题;它不是仅预测出"类别"，而是可得到近似概率预测，这对许多需利用概

率辅助决策的任务很有用;此外，对率函数是任意阶可导的凸函数，有很好的数

学性质，现有的许多数值优化算法都可直接用于求取最优解.
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极大似然法参几 7.2 节

参见附录 B.4

59 

F面我们来看看如何确定式(3.18)中的 ω 和 b. 若将式(3.18)中的 u 视为类

后验概率估计 p(y = 1 1 x) ， 则式(3.19)可重写为

显然有

p(y = 11 x) =wTx+b. 
p(y = 01 x) 

A wTæ+b 
p(y 二 112)=U

l+e四Tæ+b ' 

p(U=01z)=1 
l+e四Tæ十b . 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

于是?我们可通过"极大似然法" (maximum likelihood method)来估计

ω 和 b 给定数据集{(酌 ， Yi)}江l' 对率回归模型最大化"对数似然" (log-

likelihood) 

巾， b) = 汇 lnp(Yi 1 Xi; 矶的? (3.25) 
也=1

即令每个样本属于其真实标记的概率越大越好.为便于讨论，令 β= (ω; 的，

X = (x; 1) ， 则 wTx +b 可简写为 βT￡ 再令 P1(念;β) = p(ν= 1 1 :金;β) ，

PO(X; β) = p(y = 0 1 X; β) = 1 - P1(企;间，则式(3.25) 中的似然项可重写为

p(饥 1 xi; ω ， b) = 执P1(岛;β) + (1 ← Yi)PO(向;β) . (3.26) 

将式(3.26)代入(3岛)，并根据式(3.23)和 (3.24)可知，最大化式(3.25)等价于

最小化

e(β) = E (-YißT如叫l+e内)) . (3.27) 

式(3.27)是关于 β 的高阶可导连续凸函数，根据凸优化理论 [Boyd and 

Vandenberghe, 2004]，经典的数值优化算法如梯度下降法(gradient descent 

method)、牛顿法(Newton method)等都可求得其最优解，于是就得到

β* = argmine(β) . 
β 

以牛顿法为例，其第 t 十 1 轮选代解的更新公式为

+1 at ( θ2e(β) \ -1θ'e (β) 
βt十二β- [-;一-τl 一一一

\8ρoρ 1')δβ 

(3.28) 

(3.29) 
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其中关于 β 的一阶、 二阶导数分别为

。C(β) ι
=一) : Xi(Yi - P1 (Xi; β)) , mtt 

的(β)ιT
一一τ=) :附加(哉?β) (1- P1(企i ; ß)) . 
åßåß'l 乞

3.4线性判别分析

第 3 章线性模型

(3.30) 

(3.31) 

线性判另IJ分析(Linear Discriminant Analysis，简称 LDA)是一种经典的线

严格说来 LDA 与 Fisher 性学习方法， 在二分类问题上因为最早由 [Fisher ， 1936] 提出 ， 亦称 "Fisher 判
判别分析稍有不同，前者
假设了各类样本的协方差 别分析"
矩阵相同且满秩.

LDA 的，思想非常朴素: 给定训练样例集7 设法将样例投影到一条直线上，

使得同类样例的投影点尽可能接近、 异类样例的投影点尽可能远离;在对新样

本进行分类时，将其投影到同样的这条直线上，再根据投影点的位置来确定新

样本的类别. 图 3.3 给出了一个二维示意图.

X l 

图 3.3 LDA 的二维示意图"+"、 " "分别代表正例和反例，椭圆表示数据簇的
外轮廓，虚线表示投影， 红色实心园和实心三角形分别表示两类样本投影后的中心点.

给定数据集 D = { (Xi ， Yi)}旦l' Yi 巳 {0， 1 } ， 令 Xi、阳、 :Ei 分别表示第

1ε {0， 1} 类示例的集合、均值向量、协方差矩阵.若将数据投影到直线 w上，

则两类样本的中心在直线上的投影分别为 ωTμo 和 ωTμ1; 若将所有样本点都

投影到直线上，则两类样本的协方差分别为 ωT:Eoω 和 ωT:E1ω. 由于直线是
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若 w 是一个解，则对
于任意常数 α， aw 也是

式(3.35)的解.
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一维空间?因此 wTμ。、 wTμ1 、 wT:Eow 和 ωT:E 1w 均为实数.

欲使同类样例的投影点尽可能接近，可以让同类样例投影点的协方差尽可

能小，即 ωT:Eoω+ωT:E1ω 尽可能小;而欲使异类样例的投影点尽可能远离，

可以让类中心之间的距离尽可能大，即 11ωTμ。一 ωTμ111~ 尽可能大.同时考虑

二者，则可得到欲最大化的目标

J=JIwTμ。一 ωTμ111~
- wT :Eow + WT:E 1切

ωT(μ。一 μ1)(μ。一 μ1)TW
wT(:Eo 十 :E 1 )ω

定义"类内散度矩阵" (withi丑-cl回s scatter matrix) 

S四=:Eo +:E1 

(3.32) 

=汇 (x 一 μ0) (x 一 μO)T +汇 (x 一 μ1) (x 一 μl)T (3.33) 
æEXo zεXl 

以及"类问散度矩阵" (betwee坠class scatter matrix) 

则式(3.32)可重写为

Sb = (μ。一 μ1) (μ。一 μl)T , 

J一旦旦一

ωTSwω. 

(3.34) 

(3.35) 

这就是 LDA 欲最大化的目标，即 Sb 与 S凹的"广义瑞利商" (generalized 

Rayleigh quotie叫.

如何确定 ω 呢?注意到式(3.35)的分子和分母都是关于 ω 的二次项?因此

式(3.35)的解与 ω 的长度无关?只与其方向有关.不失一般性，令 ωTS四ω= 1, 

则式(3.35)等价于

min 一ωTSbW
咀3

s.t. wTSww = 1 . 

(3.36) 

录tf朗日乘子法参几附 由拉格朗日乘子法，上式等价于

SbW = λS四w ， (3.37) 
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奇异值分解参见附录
A.3目

参见习题 7.5

其中 λ 是拉格朗日乘子.注意到 Sbω 的方向恒为 μ。一 μ1，不妨令

SbW = λ(μ。 -μ1) , (3.38) 

代入式(3.37)即得

ω=8;;/(μ。一 μ1) . (3.39) 

考虑到数值解的稳定性，在实践中通常是对 Sw 进行奇异值分解，即 S四=

U~VT，这里 2 是一个实对角矩阵，其对角线上的元素是 S凹的奇异值，然后

再由 st=VZ-IUT 得到 st.

值得一提的是， LDA 可从贝时斯决策理论的角度来阐释，井可证明，当两

类数据同先验、满足高斯分布且协方差相等时， LDA 可达到最优分类.

可以将 LDA 推广到多分类任务中.假定存在 N 个类，且第 4 类示例数为

叫·我们先主义"全局散度矩阵"

St = Sb + Sw 

=2二(Xi 一 μ)(Xi μ)T , (3.40) 

其中 μ 是所有示例的均值向量.将类内散度矩阵 S四重定义为每个类别的散度

矩阵之和，即
N 

Sw 二三二缸， (3.41) 

其中

SWi = L (x 一问)(æ 向)T (3.42) 
zεXi 

由式(3.40)"-'(3.42)可得

Sb = St - Sw 

T 
μ
 

μ
 

μ
 

μ
 

m 
N

汇
间

一
一

(3 .43) 

显然，多分类 LDA 可以有多种实现方法:使用龟， Sw , St 兰者中的任何两
个即可.常见的一种实现是采用优化目标
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降维参见第 10 章.

例如上一节球后介绍的

LDA 推广.

通常称分类学习器为

"分类器" (classifier) 

关于多个分类器的集成，

参见第 8 章，

OvR 亦称 OvA (One vs 
AII)，但OvA 这个说法不严
格，因为不可能把"所有

类"作为反类，

亦可根据各分类器的预

测置信度等信息进行集成，
参见 8.4节
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tr (WTSbW) 
(3.44) 

W 位 (WTSwW) , 

其中 W E ]Rdx(N一1) ， tr(.) 表示矩阵的迹(tr缸e). 式(3 .44)可通过如下广义特征

值问题求解:

SbW = λSw引T . (3 .45) 

W 的闭式解则是 S;_;;lS b 的 N 一 1 个最大广义特征值所对应的特征向量组成的

矩阵.

若将 W 视为一个投影矩阵，则多分类 LDA 将样本投影到 N-1 维空间，

N-1 通常远小子数据原有的属性数.于是，可通过这个投影来减小样本点的

维数，且投影过程中使用了类别信息?因此LDA也常被视为一种经典的监督降

维技术

3.5 多分类学习

现实中常遇到多分类学习任务.有些二分类学习方法可直接推广到多分类，

但在更多情形下，我们是基于-些基本策略，利用二分类学习器来解决多分类

问题.

不夫一般性，考虑 N 个类别 C1 ， C2γ •• ， CN ， 多分类学习的基本思路是

"拆解法飞即将多分类任务拆为若干个二分类任务求解.具体来说，先对问题

进行拆分，然后为拆出的每个二分类任务训练一个分类器;在测试时，对这些分

类器的预测结果进行集成以获得最终的多分类结果.这里的关键是如何对多分

类任务进行拆分，以及如何对多个分类器进行集成.本节主要介绍拆分策略.

最经典的拆分策略有三种. "一对一" (One vs. One，简称 OvO) 、 "一对

其余" (One vs. Rest，简称 OvR)和"多对多" (Many vs. Ma町，简称 MvM).

给定数据集 D = {(Xl ,Y1) , (X2 ， 但)， . . . ，但如 Ym)} ， Yi ε {C1 ， C2 ，...， CN}. 

OvO 将这 N个类别两两配对?从而产生 N(N 一 1)/2 个三分类任务，例如 OvO

将为区分类别 Q 和 Cj 训练 个分类器，该分类器把 D 中的 Q 类样例作为正

例， Cj 类样例作为反例.在测试阶段，新样本将同时提交给所有分类器，于是我

们将得到 N(N -1)/2 个分类结果，最终结果可通过投票产生:即把被预测得最

多的类别作为最终分类结果.图 3.4给出了一个示意图.

OvR 则是每次将一个类的样例作为正例、所有其他类的样例作为反例来

训练 N 个分类器.在测试时若仅有一个分类器预测为正类，则对应的类别标记

作为最终分类结果?如图 3.4 所示.若有多个分类器预测为正类7 则通常考虑各
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(因圈)刊→q

(曰圈)刊→G

(囚圈)刊→q

(曰圈)刊→α

(曰圃)刊→α
(囚圈)刊→α

伽γ ~v~ 的
十两类样节 , 器 预型

(囚 医蜜函) 斗 h → " 二，

(曰噩噩)刊→‘ -
22(囚 匮墅里~) =} h -7 "+ " 

叫 (囚 匮翠望)刊→ " _ ，，

终
果

最
结

C

固 3.4 OvO 与 OvR示意图

分类器的预测置信度，选择置信度最大的类别标记作为分类结果.

容易看出， OvR 只需训练 N个分类器， 而 OvO 需训练 N(N - 1)/2 个分

类器， 因此， OvO的存储开销和测试时间开销通常比 OvR 更大. 但在训练时，

OvR 的每个分类器均使用全部训练样例，而 OvO 的每个分类器仅用到两个类

的样例，因此，在类别很多时， .OvO 的训练时间开销通常比 OvR 更小. 至于预

测性能， 则取决于具体的数据分布， 在多数情形下两者差不多.

MvM是每次将若干个类作为正类，若干个其他类作为反类.显然， OvO 和

OvR 是 MvM 的特例. MvM 的正、反类构造必须有特殊的设计，不能随意选

取.这里我们介绍一种最常用的 MvM技术"纠错输出码" (Error Correcting 

Output Codes，简称 ECOC)..

ECOC [Dietterich and Bakiri, 1995] 是将编码的思想引入类别拆分，并尽

可能在解码过程中具有容错性. ECOC 工作过程主要分为两步:

·编码:对 N个类别做M 次划分， 每次划分将一部分类别划为正类，一部

分划为反类，从而形成一个二分类训练集;这样一共产生M个训练集，可

训练出 M个分类器.

·解码:M个分类器分别对测试样本进行预测，这些预测标记组成一个编

码.将这个预测编码与每个类别各自的编码进行比较，返回其中距离最小

的类别作为最终预测结果.



3.5 多分类学习 65 

类别划分通过"编码矩阵" (coding matrix)指定.编码矩阵有多种形式，

常见的主要有二元码 [Dietterich and B此iri， 1995] 和三元码 [Allwein et al., 

2000]. 前者将每个类别分别指定为正类和反类，后者在正、反类之外，还可指

定"停用类"因 3.5 给出了一个示意图，在图 3.5(a)中，分类器 h 将 Cl 类和

C3 类的样例作为正例， C2 类和 C4 类的样例作为反例;在图 3.5(b)中，分类器

14 将 C1 类和 C4 类的样例作为正例 ， C3 类的样例作为反例.在解码阶段，各分

类器的预测结果联合起来形成了测试示例的编码，该编码与各类所对应的编码

进行比较?将距离最小的编码所对应的类别作为预测结果.例如在图 3.5(a) 中，

若基于欧民距离，预测结果将是 C3.

11 h fa 14 15 距海明离 距欧氏离 h h fa f生 16 距海明欧氏
离距离

•• •• 
C1 • • 32V3 C1 • • 4 4 

C2 • • 4 4 C2 • • 2 2 

C3 • • 1 2 C3 • • 5 2、ß

C4 • • 22v'2 C生→
•• 

(纱二元 ECOC 码 。)三元 ECOC码

圄 3.5 ECOC 编码示意图"十1" 、 "一1" 分别表示学习器 fi 将该类样本作为
正、反例;三元，码中 "0" 表示 fï 不使用该类样本

为什么称为"纠错输出码"呢?这是因为在测试阶段， ECOC 编码对分类

器的错误有一定的容忍和修正能力.例如图 3.5(a)中对测试示例的正确预测编

码是 (-1 ， +1，十1，一 1 ， +1)，假设在预测时某个分类器出错了，例如 h 出错从而

导致了错误编码 (-1 ， -1 ， +1，一 1 ， +1)，但基于这个编码仍能产生正确的最终分

类结果 C3. 一般来说，对同一个学习任务， ECOC 编码越长，纠错能力越强.然

而，编码越长，意味着所需训练的分类器越多，计算、存储开销都会增大;元一

方面，对有限类别数3 可能的组合数目是有限的，码长超过一定范圃后就失去了

意义.

对同等长度的编码，理论上来说，任意两个类别之间的编码距离越远，则纠

错能力越强.因此，在码长较小时可根据这个原则计算出理论最优编码.然而，

码嵌稍大一些就难以有效地确定最优编码，事实上这是 NP 难问题.不过，通常

我们并不需获得理论最优编码，因为非最优编码在实践中往往己能产生足够好

的分类器.另一方面，并不是编码的理论性质越好，分类性能就越好，因为机器
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对 OvR、 MvM 来说，由
于对每个类进行了相同的

处理，其拆解出的二分类
任务中类别不平衡的影响
会相互抵消，因此通常不
需专门处理.

元偏采样意味着真实样
本总体的类别比例在训练

集中得以保持.

第 3 章线性模型

学习问题涉及很多因素，例如将多个类拆解为两个"类别子集

式所形成的两个类另别u于集的区分难度往往不间即其导致的二分类问题的难度

不同盹;于是'一个理论纠错牲质很好、 {ê.导致的三分类问题较难的编码，与另一

个理论纠错性质差→些、但导致的二分类问题较简单的编码，最终产生的模型

性能孰强孰弱很难说.

3.6 类别不平衡问题

前面介绍的分类学习方法都有→个共同的基本假设，即不同类别的训练样

例数目相当.如果不同类别的训练样例数目稍有差别，通常影响不大，但若差别

很大，则会对学习过程造成困扰.例如有 998 个反例，但正例只有 2 个，那么学

习方法只需返回一个永远将新样本预测为反例的学习器，就能达到 99.8% 的精

度;然而这样的学习器往往没有价值，因为它不能预测出任何正例.

类别不平衡(cla胁imbalance)就是指分类任务中不同类别的训练样例数

目差别很大的情况.不失一般性，本节假定正类样例较少，反类样例较多.

在现实的分类学马任务中，我们经常会遇到类别不平衡?例如在通过拆分

法解决多分类问题时，即使原始问题中不同类别的训练样例数目相当7 在使

用OvR、 MvM策略后产生的二分类任务仍可能出现类别不平衡现象，因此有

必要了解类别不平衡性处理的基本方法.

从线性分类器的角度讨论容易理解，在我们用 y=wTx+b 对新样本 m

进行分类时，事实上是在用预测出的 υ 值与一个阔值进行比较，例如通常在

y > 0.5 时判别为正例，否则为反例 u 实际上表达了正例的国能性，几率古

则反映了正例可能性与反例可能性之比值，阔值设置为 0.5 恰表明分类器认为

真实正、反例可能性相同，即分类器决策规则为

若 τ旦一> 1 则预测为正例.
l-y 

(3.46) 

然而，当训练集中正、反例的数目不同时，令 m十表示正倒数目， m一表示

反倒数目，则观测几率是罪，由于我们通常假设训练集是真实样本总体的无偏
采样?因此观测几率就代表了真实几率.于是，只要分类器的预测几率高于观泪IJ

几率就应判定为正例7 即

川 旷盯+

若 7立一>工L 贝IJ 预测为正例.
l-Y ηz一

(3.4 7) 
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亦称"再平衡>> (rebal­
ance). 

欠采样亦称"下采样"

(downsampling)，过采样
亦称"上采样" (upsam-

pling) 
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但是，我们的分类器是基于式(3.46)进行决策，因此，需对其预测值进行调

整，使其在基于式(3.46)决策时，实际是在执行式(3.47). 要做到这 点很容易，

只需令
y' y m 
一---. --1- y' 1- Y m+ 

这就是类别不平衡学习的一个基本策略一"再缩放" (rescaling). 

(3.48) 

再缩放的思想虽简单，但实际操作却并不平凡，主要因为"训练集是真实

样本总体的无偏采样"这个假设往往并不成立，也就是说7 我们未必能有效

地基于训练集观测几率来推断出真实几率.现有技术大体上有三类做法:第

一类是直接对训练集里的反类样例进行"欠采样" (undersampling)，即去除

一些反倒使得正、反例数日接近7 然后再进行学习;第二类是对训练集里的

正类样例进行"过来样" (oversampling)，即增加一些正例使得正、反例数目

接近，然后再进行学习;第三类则是直接基于原始训练集进行学习，但在用

训练好的分类器进行预测时，将式(3.48)嵌入到其决策过程中，称为"阔值移

动" (threshold-moving). 

欠采样法的时间开销通常远小于过来样沽，因为前者丢弃了很多反例，使

得分类器训练集远小子初始训练集，而过来样法增加了很多正例，其训练、集

大于初始训练集.需注意的是，过采样法不能简单地对初始正例样本进行重

复来样，否则会招致严重的过拟合7 过采样法的代表性算法 SMOTE [Chawla 

et al., 2002]是通过对训练集里的正例进行插值来产生额外的正例.另一方面，

欠采样法若随机丢弃反例?可能丢失一些重要信息;欠采样法的代表性算法

EasyEnsemble [Liu et 此， 2009] 则是利用集成学习机制，将反倒划分为若干个

集合供不同学习器使用，这样对每个学习器来看都进行了欠采样，但在全局来

看却不会丢失重要信息.

值得一提的是，"再缩放"也是"代价敏感学习" (cost-sensitive le缸任

代价敏感学习研究非 ing)的基础.在代价敏感学习中将式(3.48) 中的 m-jm+ 用 cost+jcosr 代替即
均等代价下的学习参见
2.3.4 节 可，其中 cost+ 是将正例误分为反倒的代价， cost 是将反例误分为正例的代价.

参见第 11 拿.

3.7 阅读材料

"稀疏表示" (sparse representation)近年来很受关注，但即使对多元线性

回归这样简单的模型，获得具有最优"稀疏性" ( sparsi ty )的解也并不容易.稀

疏性问题本质上对应了 Lo 范数的优化，这在通常条件下是 NP 难问题. LASSO 

[Tibshirani, 1996] 通过 L1 范数来近似 Lo 范数，是求取稀疏解的重要技术.
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可以证明， OvO 和 OvR 都是日COC 的特例 [Allwein et al., 2000]. 人们以

往希望设计通用的编码法， [Crammer and Singer, 2002] 提出要考虑问题本身

的特点，设计"问题依赖"的编码法，并证明寻找最优的离散编码矩阵是一个

NP 完全问题.此后，有多种问题依赖的 ECOC 编码法被提出，通常是通过找

出具有代表性的二分类问题来进行编码 [Pujol et 此， 2006, 2008]. [Escalera 创

乱， 2010] 开发了一个开源 ECOC 库.

MvM 除了 ECOC 还可有其他实现方式，例如 DAG (Directed Acyclic 

Graph) 拆分法 [Platt et al., 2000] 将类别划分表达成树形结构，每个结点对应

于一个二类分类器.还有一些工作是致力于直接求解多分类问题，例如多类支

持向量机方面的一些研究 [Crammer and Singer, 2001; Lee et 此， 2004].

代价敏感学习中研究得最多的是基于类别的"误分类代

价" (misclassification cost)) 代价矩阵如表 2.2 所示;本书在提及代价敏感

学习时，默认指此类情形.已经证明，对二分类任务可通过"再缩放"获得理论

最优解 [Elkan， 2001]，但对多分类任务，仅在某些特殊情形下存在闭式解 [Zhou

and Liu, 2006a]. 非均等代价和类别不平衡性虽然都可借助"再缩放"技术，

但两者本质不同 [Zhou and Liu, 2006b]. 需注意的是，类别不平衡学习中通常

是较小类的代价更高，否则无需进行特殊处理.

多分类学习中虽然有多个类别，但每个样本仅属于一个类别.如果希望为

一个样本同时预测出多个类别标记，例如一幅图像可同时标注为"蓝天"、

"白云"、 "羊群"、 "自然场景"?这样的任务就不再是多分类学习，而是

"多标记学习" (multi-labellearning)，这是机器学习中近年来相当活跃的一个

研究领域.对多标记学习感兴趣的读者可参阅 [Zhang and Zhou, 2014]. 
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习题

西~数据集 3.0日见 p.89
的表 4.5.

UCI 数据集见

http://archive.ics.uci 创ujmlj

线性可分是指存在线性

趋平面能将不同类的样本

点分开参见 6.3 节

3.1 试析在什么情形下式(3.2)中不必考虑偏置项 b.

3.2 试证明，对于参数ω，对率团归的目标函数(3.18)是非凸的，但其对数

似然函数(3.27)是凸的.

3.3 编程实现对率回归，并给出西瓜数据集 3.0α 上的结果.

3.4 选择两个 UCI 数据集，比较 10 折交叉验证法和留 法所估计出的对

率回归的错误率.

3.5 编辑实现线性判别分析，并给出西瓜数据集 3.0α 上的结果.

3.6 线性判别分析仅在线性可分数据上能获得理想结果?试设计一个改进

方法，使其能较好地周于非线性可分数据

3.7 令码长为 9，类别数为 4，试给出海明距离意义下理论最优的 ECOC

二元码井证明之.

3.8* ECOC 编码能起到理想纠错作用的重要条件是:在每一位编码上出错

的概率相当且独立.试析多分类任务经 ECOC 编码后产生的二类分

类器满足该条件的可能性及由此产生的影响.

3.9 使用 OvR 和 MvM 将多分类任务分解为二分类任务求解时，试述为何

无需专门针对类别不平衡性进行处理.

3.1伊 试推导出多分类代价敏感学习(仅考虑基于类别的误分类代价)使用

"再缩放"能获得理论最优解的条件.
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另两位是拉格朗日和拉

普拉斯，三人姓氏首字母
斗目同，时{~ "3L" 

休息一会儿

小故事:关于"最小二乘法"

1801 年，意大利天文学家皮亚齐

发现了 1 号小行星"谷神星"，但在跟

踪观测 了 40 天后，因谷神星转至太阳 I I立了14、 二 ! l
的背后，皮亚齐失去了谷神星的位置.

第 3 章线性模型

许多天文学家试图重新找到谷神星，但 (1993 年版德国 10 马克纸币主的高斯像)
都徒劳无获. 这引起了伟大的德国数

学家高斯 (1777-1855) 的注意，他发明了一种方法?根据皮亚齐的观测数据计

算出了谷神星的轨道， 后来德国天文学家奥伯斯在高斯预言的时间和星空领域

重新找到 了谷神星. 1809 年， 高斯在他的著作 《天体运动论》中发表了这种方

法， 即最小二乘法.

1805 年， 在椭圆积分、 数论和几何方面都有重大贡献的法国大数学家勒让

德 (1752一1833) 发表 了 《计算彗星轨道的新方法)) ，其附录中描述了最小二乘

法.勒让德是法国 18一19 世纪数学界的三驾马车之一， 早已是法国科学院院

士.但勒让德的书中没有涉及最小二乘法的误差分析?高斯 1809 年的著作中包

括了这方面的内容，这对最小二乘法用于数理统计、乃至今天的机器学习有极

为重要的意义.由于高斯的这一重大贡献，以及他声称自己 1799 年就 已开始使

用这个方法?因此很多人将最小二乘洼的发明优先权归之为高斯.当时这两位

大数学家发生了著名的优先权之争，此后有许多数学史家专门进行研究， 但至

今也没弄清到底是谁最先发明了最小二乘法.



亦称"判定树"根据

上下文，本书中的"决策
树"有时是指学习方法，
有时是指学得的树.

第 4章决策树

4.1 基本流程

决策树(decision tree) 是一类常见的机器学习方法.以二分类任务为例，我

们希望从给定训练数据集学得一个模型用以对新示例进行分类，这个把样本

分类的任务，可看作对"当前样本属于正类吗?"这个问题的"决策"或"判

定"过程.顾名思义，决策树是基于树结构来进行决策的，这恰是人类在面临决

策问题时一种很自然的处理机制.例如，我们要对"这是好瓜吗?"这样的问题

进行决策时，通常会进行一系列的判断或"子决策"我们先看"它是什么颜

色?"，如果是"青绿色"，则我们再看"它的根蒂是什么形态?"，如果是"蜷

缩"，我们再判断"它敲起来是什么声音?"，最后?我们得出最终决策:这是个

好瓜.这个决策过程如图 4.1 所示.

青绿

图 4.1 西瓜问题的一棵决策树

显然7 决策过程的最终结论对应了我们所希望的判定结果，例如"是"或

"不是"好瓜;决策过程中提出的每个判定问题都是对某个属性的"拥t试"，

例如"色泽=?" "根蒂:?";每个测试的结果或是导出最终结论，或是导出

进一步的判定问题，其考虑范国是在上次决策结果的限定范围之内，例如若在

"色泽=青绿"之后再判断"根蒂=?"，则仅在考虑青绿色瓜的根蒂.

一般的，一棵决策树包含一个根结点、若干个内部结点和若干个叶结点;
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叶结点对应于决策结果?其他每个结点则对应于一个属性测试;每个结点包含

的样本集合根据属性测试的结果被划分到子结点中;根结点包含样本全集.从

根结点到每个叶结点的路径对应了一个判定测试序列.决策树学习的目的是为

了产生一棵泛化能力强，即处理未见示例能力强的决策树，其基本流程遵循简

单且直观的"分而治之" (divide-and-conquer)策略，如图 4.2 所示.

输入:训练集 D = {(X1 , Y1) , (X2 ， 但)，.. . , (Xm, Ym)}; 
属性集 A={α1 ， a2 ，...， 句}.

过程:函数TreeGenerate(D ， A) 
1: 生成结点 node;
2: if D 中样本金属于同一类别 C then 

递归返回，情形 (1). 3: 将 node 标记为 C类叶结点 return

4: end if 
5: if A= 0 ORD 中样本在 A 上取值相同 then

递归远目，情形(2). 6: 将 node 标记为叶结点，其类别标记为 D 中样本数最多的类; return 
7: end if 

我们将在下一节讨论如 8: 从 A 中选择最优划分属性向;
何获得最优划分属性 9: for 仇的每一个值 a~ do 

10: 为 node 生成一个分支;令 Dv 表示 D 中在岛上取值为 4 的样本子集;
11: if Dv 为空 then

递归返回，情形(3). 12: 将分支结点标记为叶结点，其类别标记为 D 中样本最多的类; return 
13: else 

从 A 中去掉 α.. 14: 以坚eeGenerate(Dv) A \ {α*} )为分支结点
15: end if 
16: end for 

输出:以 node 为根结点的‘棵决策树

图 4.2 决策树学习基本算法

显然?决策树的生成是一个递归过程.在决策树基本算法中，有三种情形会

导致递归返回: (1) 当前结点包含的样本全属于同一类别，无需划分; (2) 当前

属性集为空，或是所有样本在所有属性上取值相同，无法划分; (3) 当前结点包

含的样本集合为空，不能划分.

在第(2)种情形下?我们把当前结点标记为叶结点，井将其类别设定为该结

点所含样本最多的类别;在第(3)种情形下，同样把当前结点标记为叶结点) 1且

将其类别设定为其父结点所含样本最多的类别.注意这两种情形的处理实质不

同:情形(2)是在利用当前结点的后验分布，而情形(3)则是把父结点的样本分布

作为当前结点的先捡分布.
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计算信息煽时约定:若

p=o. 则 plog2P 二 O
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4.2 划分选择

由算法 4.2 可看出 7 决策树学习的关键是第 8 行，即如何选择最优划分属

性一般而言，随着划分过程不断进行，我们希望决策树的分支结点所包含的样

本尽可能属于同一类别，即结点的"纯度" (purity)越来越高.

4.2.1 信息增益

"信息铺" (information entropy)是度量样本集合纯度最常用的一种指标.

假定当前样本集合 D 中第 k 类样本所占的比例为 Pk (k = 1, 2,. . . , IYI) ，则 D

的信息娟定义为
IYI 

时(D) = - I:>k1og2Pk (4.1) 
k=l 

Ent(D) 的录 .j、值为 o. 日nt(D) 的值越小，则 D 的纯度越高.
最大值为 10旬以|

ID3 名字中的 ID 是 It­

erative Dichotomiser (迭代
二分器)的简称

假定离散属性 α 布 V 个可能的取值 {α1 ， α2尸. ， α勺，若使用 α 来对样本集

D 进行划分，则会产生 V个分支结点?其中第 u 个分支结点包含了 D 中所有在

属性 α 上取值为 α" 的样本7 记为 DV. 我们可根据式(4.1) 计算出 DV 的信息:盹

再考虑到不同的分支结点所包含的样本数不同?给分支结点赋予权重 IDVI/IDI ，

即样本数越多的分支结点的影响越大，于是可计算出用属性 α 对样本集 D 进行

划分所获得的"信息增益" (information gain) 

J乌 IDVI
Gain(D ， α) = Ent(D) 一>:一:dEnt(DV ) . (4.2) 

但 IDI

一般而言，信息增益越大，则意味着使周属性 α 来进行划分所获得的"纯

度提升"越大.因此，我们可用信息增益来进行决策树的划分属性选择，即在圈

4.2 算法第 8 行选择属性 ω= 町gmaxGain(D， α). 著名的 ID3 决策树学习算
αεA 

法 [Quinlan ， 1986] 就是以信息增益为准则来选择划分属性.

以表 4.1 中的西瓜数据集 2.0 为例，该数据集包含 17 个训练样例，用以学

习一棵能预测设剖开的是不是好瓜的决策树.显然， IYI = 2. 在决策树学习开
始时，根结点包含 D 中的所有样例，其中正例占 P1 = 击，反例占的 =ii 于

是，根据式(4.1)可计算出根结点的信息:脑为

~ (8. 8 9. 9\ 
Ent(D) 二 -EPKlom 一(币 10吨十五10g2 1"'7) = 
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表 4.1 西瓜数据集 2.0

编号 色泽 根蒂 敲声 纹理 脐部 触感 好瓜

1 青绿 蜷缩 浊响 清晰 凹陷 硬滑 是

2 乌黑 蜡缩 沉闷 清晰 凹陷 硬滑 是

3 乌黑 蜡缩 1虫响 清晰 凹陷 硬滑 是

4 青绿 蜷缩 沉闷 清晰 凹陷 硬滑 是

5 浅白 蜷缩 浊响 清晰 凹陷 硬滑 是

6 青绿 稍蜷 浊响 清晰 稍凹 软粘 是

7 乌黑 稍蜷 浊日向 稍糊 稍凹 软粘 是

8 乌黑 稍蜷 独日向 清晰 稍凹 硬滑 是

9 乌黑 稍蜷 祝闷 硝糊 稍凹 硬滑 否

10 青绿 硬挺 清脆 清晰 平坦 软粘 否

11 洁白 硬挺 清脆 模糊 平坦 硬滑 否

12 洁白 蜷缩 浊响 模糊 平坦 软粘 否

13 青绿 稍蜷 浊响 稍糊 凹陷 硬滑 否

14 浅白 稍蜷 沉闷 稍糊 凹陷 硬情 否

15 乌黑 稍蜷 浊响 清晰 稍凹 软粘 否

16 践自 蜷缩 浊响 模糊 平坦 硬滑 否

17 青绿 蜡缩 沉闷 稍糊 稍凹 硬滑 否

然后，我们要计算出当前属性集合{色泽，根蒂，敲声，纹理，脐部，触感}

中每个属性的信息增益.以属性"色泽"为例，它有 3 个可能的取值: {青绿，乌

黑，浅自}.若使用该属性对 D进行划分，则可得到 3 个子集，分别记为: D 1 (色

泽=青绿)， D2 (色泽2 乌黑)， D3 (色泽=浅白).

子集 D1 包含编号为 {1 ， 4, 6, 10, 13, 17} 的 6 个样例，其中正例占p1=3 ，

反例占的=~; D2 包含编号为 {2 ， 3, 7, 8, 9, 15} 的 6 个样例，其中正、反例分

别占 Pl = ~， P2 = ~; D3 包含编号为 {5 ， 11 , 12, 14, 16} 的 5 个样例，其中正、

反例分别占 pl=i，的= !.根据式(4.1)可计算出用"色泽"划分之后所获得

的 3 个分支结点的信息:精为

(3333) Ent(D l ) = 一一 log2- 十一 log2 ~ I == 1.000 6 '~O:l 6 ' 6 .~O~ 6 } ~.~~~ , 

(4422) Ent(D:l) = 一一 log2 一+.;; log2 一口 0.918
6'~O:l 6' 6'~O:l 6J ~.~~~， 

(1144) Ent(D ,j) ==一一 log2 ;. + i log2 一= 0.722 5 '~O:l 5 ' 5 .~O~ 5 } ~.. -- , 

于是，根据式(4.2)可计算出属性"色泽"的信息增益为
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"纹理"不再作为候选
为j分属性

fLlDU! 
Gain(D，色泽) = Ent(D) 一>:一~Ent(DV)

含r IDI 

= 0.998 一 (167 x 1 肌言×圳Oω9肌;X川川叫0川川7η2

工 0.109.

类似的，我们可计算出其他属性的信息增益:

Gain(D，根蒂) = 0.143; Gain(D，敲声) = 0.141; 

Gain(D，纹理) = 0.381; Gain(D，脐部) = 0.289; 

Gai丑(D ， 触感) = 0.006. 
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显然，属性"纹理"的信息增益最大?于是它被选为划分属性.图 4.3 给出

了基于"纹理"对根结点进行划分的结果，各分支结点所包含的样例子集显示

在结点中.

固 4.3 基于"纹理"属性对根结点划分

然后，决策树学习算法将对每个分支结点做进一步划分.以图 4.3 中第一

个分支结点( "纹理=清晰" )为例，该结点包含的样例集合 D1 中有编号为 {1 ，

2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 15} 的 9 个样例，可用属性集合为{色泽，根蒂，敲声，脐部7

触感}.基于 D1 计算出各属性的信息增益:

Gain(D 1 ， 色泽) = 0.043; Gain(D1，根蒂) = 0.458; 

Gain(D1 ，敲声) = 0.331; Gain(D1 ，脐部) = 0.458; 

Gain(D1 ，触感) = 0.458. 

"根蒂"、 "脐部"、 "触感" 3 个属性均取得了最大的信息增益，可任

选其中之一作为划分属性.类似的，对每个分支结点进行上述操作，最终得到的

决策树如圈 4.4 所示.

4.2.2 增益率

在上面的介绍中，我们有意忽略了表 4.1 中的"编号"这一列.若把"编
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图 4.4 在西瓜数据集 2.0 上基于信息增益生成的决策树

号"也作为一个候选划分属性，则根据式件均可计算出它的信息增益为 0.998 ，

远大于其他候选划分属性.这很容易理解"编号"将产生 17 个分支，每个分

支结点仅包含一个样本，这些分支结点的纯度己达最大.然而，这样的决策树显

然不具有泛化能力，无法对新样本进行有效预测.

实际上，信息增益准则对可取值数目较多的属性有所偏好，为减少这种

偏好可能带来的不利影响，著名的 C4.5 决策树算法 [Quinlan， 1993J 不直接使

用信息增益，而是使用"增益率" (gain ratio) 来选择最优划分属性.采用与

式(4.2)相同的符号表示，增益率定义为

其中

Gain(D ， α) 
Gai丑_ratio(D ， a) = ←一一一一

IV(α) 

(α) 安 ID叫 l|DUl
/一士1 I页。g2商

(4.3) 

(4.4) 

称为属性 α 的"固有值" (intrinsic value) [Quinlan, 1993J. 属性 α 的可能

取值数目越多(即 V 越大)，则 IV(α) 的值通常会越大.例如，对表 4.1 的西

瓜数据集 2.0，有 IV(触感) = 0.874 (V = 2) , IV(色泽) = 1.580 (V = 3) , 

IV(编号) = 4.088 (V = 17). 

需注意的是，增益率准则对可取值数目较少的属性有所偏好?因此， C4.5 

算法并不是直接选择增益率最大的候选划分属性，而是使用了一个启发式
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CART 是 Classification

and Regression Tr.胆的简
称，这是一种著名的决策
树学习算法，分类和回归
任务都可用

关于过拟合，参见2.1节.

79 

[Q回nlan， 1993]: 先从候选划分属性中找出信息增益高于平均水平的属性，再从

中选择增益率最高的.

4.2.3 基尼指数

CART 决策树 [Breiman et al., 1984] 使用"基尼指数" (Gini index)来选

择划分属性.采用与式(4.1) 相同的符号，数据集 D 的纯度可用基尼值来度量:

G叫
k=1k'予他

IYI 
=1- ~二p1. (4.5) 

直观来说， Gini(D) 反映了从数据集 D 中随机抽取两个样本，其类别标记

不一致的概率.因此， Gini(D) 越小，则数据集 D 的纯度越高.

采用与式(4.2)相同的符号表示，属性 α 的基尼指数定义为

ιIDVI 
GiniJndex(D,a) =): I;-..._ ,' Gini(DV) . (4.6) 

匀 IDI

于是，我们在候选属性集合 A 中，选择那个使得划分后基尼指数最小的属

性作为最优划分属性，即向= argmin GiniJndex(D ， α). 
αεA 

4.3 剪枝处理

剪枝(pruning)是决策树学习算法对付"过拟合"的主要手段.在决策树学

习中，为了尽可能正确分类训练样本，结点划分过程将不断重复，有时会造成决

策树分支过多，这时就可能因训练样本学得"太好"了，以致于把训练集自身

的一些特点当作所有数据都具有的一般性质而导致过拟合.因此，可通过主动

去掉一些分支来降低过拟合的风险.

决策树剪枝的基本策略有"预剪枝" (prepruning)和"后剪枝"(post"

pruning) [Quinlan, 1993]. 预剪枝是指在决策树生成过程中，对每个结点在划

分前先进行估计，若当前结点的划分不能带来决策树泛化性能提升，则停止划

分并将当前结点标记为叶结点;后剪枝则是先从训练集生成一棵完整的决策树，

然后自底向上地对非叶结点进行考察，若将该结点对应的子树替换为叶结点能
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带来决策树泛化性能提升，则将该子树替换为叶结点.

如何判断决策树泛化性能是否提升呢?这可使用 2.2 节介绍的性能评估

方法.本节假定采用留出法，即预留一部分数据用作"验证集"以进行性

能评估.例如对表 4.1 的西瓜数据集 2札我们将其随机划分为两部分，如

表 4.2 所示，编号为 {1 ， 2 ， 3 ， 6 ， 7， 10 ， 14 ， 15 ， 16 ， 17} 的样例组成训练集，编号为

{4， 5 ， 8 ， 9 ， 11 ， 12 ， 13} 的样例组成验证集.

树策决第 4 章

西瓜数据集 2.0 划分出的训练集(双线上部)与验证集(双线下部)
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假定我们采用 4.2.1 节的信息增益准则来进行划分属性选择，则从表 4.2 的

训练集将会生成一棵如图 4.5 所示的决策树.为便于讨论，我们对圈中的部分

结点做了编号.

4.3.1 预剪枝

我们先讨论预剪枝.基于信息增益准则，我们会选取属性"脐部"来对训

练集进行划分，并产生 3 个分支，如图 4.6 所示.然而，是否应该进行这个划分

呢?预剪枝要对划分前后的泛化性能进行估计.

在划分之前，所有样例集中在根结点.若不进行划分，则根据算法 4.2 第 6

行，该结点将被标记为叶结点，其类别标记为训练样例数最多的类别，假设我们
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凹陷

图 4.5 基于农 4. 2 生成的未剪枝决策树

凹陷

恬b

验证集精度

+一一一一一"脐部=?"划分前 42.9%
划分后 7 1. 4% 

预剪枝决策:划分

验证集精度 ~ 验证集精度

"色泽=?"划分前 71.4%
划分后 57.1%

预剪枝决策·禁止划分

"根蒂=?"划分前71. 4% 
划分后71. 4% 

预剪枝决策:禁止划分

图 4.6 基于农 4.2 生成的预剪枝决策树
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当样例最多的类不唯一 将这个叶结点标记为"好瓜"用表 4.2 的验证集对这个单结点决策树进行评
时，可任选其中一类

估?则编号为 {4， 5 ， 8} 的样例被分类正确?另外 4 个样例分类错误，于是，验证

集精度为丰 x 100% = 42.9% 

在用属性"脐部"划分之后?图 4.6 中的结点②、③、④分别包含编

号为 {1 ， 2 ， 3 ， 14} 、 {6 ， 7 ， 15 ， 17} 、 {10 ， 16} 的训练样例，因此这 3 个结点分别

被标记为叶结点"好瓜"、 "好瓜"、 "坏瓜"此时，验证集中编号为

{4 ， 5 ， 8 ，1l， 12} 的样例被分类正确，验证集精度为~ x 100% = 71.4% > 42.9% 

于是，用"脐部"进行划分得以确定.
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此种情形下验证集精度

虽无提高，但根据奥卡姆
剃刀准则，剪枝后的模型

灵好因此，实际的决策树
算法在此种情形下通常要
进行剪枝本书为绘图的

方便，采取了不剪枝的保
守策咯

第 4章决策树

然后?决策树算法应该对结点②进行划分，基于信息增益准则将挑选出划

分属性"色泽"然而，在使用"色泽"划分后?编号为 {5} 的验证集样本分类

结果会由正确转为错误，使得验证集精度下降为 57.1%. 于是，预剪枝策略将禁

止结点②被划分.

对结点③，最优划分属性为"根蒂"，划分后验证集精度仍为 71.4%. 这个

划分不能提升验证集精度，于是，预剪枝策略禁止结点③被划分.

对结点④?其所含训练样例己属于同一类，不再进行划分.

于是7 基于预剪枝策略从表 4.2 数据所生成的决策树如图 4.6 所示，其验证

集精度为 71.4%. 这是一棵仅有一层划分的决策树?亦称"决策树桩" (decision 

stump). 

对比图 4.6 和图 4.5 可看出，于预页剪枝使得决策树的很多分支都没有"展

开

试时间开销.但另一方面，有些分支的当前划分虽不能提升泛化性能、甚至可

能导致泛化性能暂时下降?但在其基础上进行的后续划分却有可能导致性能显

著提高;预剪枝基于"贪心"本质禁止这些分支展开7 给预剪枝决策树带来了

欠拟含的风险

4.3.2 后剪枝

后剪枝先从训练集生成一棵完整决策树?例如基于表 4.2 的数据我们得到

如图 4.5 所示的决策树.易知7 该决策树的验证集精度为 42.9%.

后剪枝首先考察图 4.5 中的结点⑥.若将其领衔的分支剪除，则相当于

把⑤替换为叶结点.替换后的叶结点包含编号为 {7， 15} 的训练样本，于是?该

叶结点的类别标记为"好瓜"，此时决策树的验证集精度提高至 57.1%. 于是，

后剪枝策略决定剪枝，如图 4.7 所示.

然后考察结点⑤，若将其领衔的子树替换为叶结点，则替换后的叶结点包

含编号为 {6 ， 7， 15} 的训练样例，叶结点类别标记为"好瓜'七此时决策树验证

集精度仍为 57.1%. 于是，可以不进行剪枝.

对结点②，若将其领衔的子树替换为叶结点，则替换后的叶结点包含编号

为 {1 ， 2 ， 3 ， 14} 的训练样例，叶结点标记为"好瓜"此时决策树的验证集精度

提高至 71.4%. 于是，后剪枝策略决定剪枝.

对结点③和①，若将其领衔的子树替换为叶结点，则所得决策树的验证集

精度分别为 71.4% 与 42.9%，均未得到提高.于是它们被保留.
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原分支"色泽=?" 验证集精度

剪枝前 57. 1% 
剪枝后 71. 4% 

后剪枝决策:剪枝
验证集精度

图 4.7 基于表 4.2 生成的后剪枝决策树

最终?基于后剪枝策略从表 4.2 数据所生成的决策树如图 4.7 所示，其验证

集精度为 71.4%.

对比图 4.7 和阁 4.6 可看出?后剪枝决策树通常比预剪枝决策树保留了更

多的分支. 一般情形下?后剪枝决策树的欠拟合风险很小，泛化性能往往优于预

剪枝决策树.但后剪枝过程是在生成完全决策树之后进行的7 并且要白底向上

地对树中的所有非叶结点进行逐一考察，因此其训练时间开销比未剪枝决策树

和预剪枝决策树都要大得多.

4.4连续与缺失值

4.4.1 连续值处理

到目前为止我们仅讨论了基于离散居性来生成决策树. 现实学习任务中常

会遇到连续属性，有必要讨论如何在决策树学习中使用连续属性.

由于连续属性的可取值数目不再有限， 因此，不能直接根据连续属性的可

取值来对结点进行划分.此时7 连续属性离散化技术可派上用场. 最简单的策

略是采用二分法(bi-partition)对连续属性进行处理，这正是 C4. 5 决策树算法中

采用的机制 [Quinlan， 1993] . 

给定样本集 D 和连续属性 α，假定 α 在 D 上出现了 η 个不同的取值，将这

些值从小到大进行排序，记为 {α1 α2γ . . ， an }. 基于划分点 t 可将 D 分为于集

Dt 和 Df? 其中 Dt 包含那些在属性 α 上取值不大于 t 的样本7 时 Df 则包含

那些在属性 α 上取值大于 t 的样本.显然?对相邻的属性取值 d 与 αi+l 来说 ， t 
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在区间[♂， ai+l) 中取任意值所产生的划分结果相同.因此，对连续属性 α? 我们

可考察包含 η 1 个元素的候选划分点集合

树策决第 4 章

(4.7) 年(守主 11… 1} , 

即把区间 [ai ， ai+ 1) 的中位点气出作为候选划分点然后，我们就可像离散
属性值一样来考察这些划分点，选取最优的划分点进行样本集合的划分.例如，

可对式(4.2)稍加改造:

可将划分点设为该属性

在训练集中出现的不大
于中位点的最大值，从而
使得最终决策树使用的划
分点都在训练集中出现过
[Quinlan , 1993]. 

(4.8) 
IDλ| 
-LEnt(Df) , 
IDI 

Gain(D ,a) =哇哇 Gain(D ， α ， t) 

三二=豆子了 E叫D) 一

其中 Gain(D ， a, t) 是样本集 D 基于划分点 t 工分后的信息增益.于是，我们就

可选择使 Gain(D ， α ， t) 最大化的划分点.

作为一个例子，我们在表 4.1 的西瓜数据集 2.0 上增加两个连续属性"密

度"和"含糖率"，得到表 4.3 所示的西瓜数据集 3.0. 下面我们用这个数据集

来生成一棵决策树.

西瓜数据集 3.0
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例如在父结点上使用了

"密度';;;0.381" ，不会禁
止在子结点上使用"密
度运0.294" . 
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对属性"密度"在决策树学习开始时?根结点包含的 17 个训练

样本在该属性上取值均不同.根据式(4.7)，该属性的候选划分点集合

包含 16 个候选值:T密度 {0.244 ， 0.294 , 0.351 , 0.381 , 0.420 , 0.459, 0.518, 

0.574, 0.600, 0.621 , 0.636, 0.648 , 0.661 , 0.681 , 0.708 , 0.746}. 由式(4.8) 可计算

出属性"密度"的信息增益为 0.262，对应于划分点 0.38 1.

对属性"含糖率"其候选划分点集合也包含 16 个候选值:'L含糖率=

{0.049, 0.074, 0.095 , 0.101 , 0.126 , 0.155 , 0.179 , 0.204, 0.213 , 0.226 , 0.250, 0.265 , 

0.292 , 0.344, 0.373, 0 .4 18}. 类似的，根据式(4.8)可计算出其信息增益为 0.349 ，

对应于划分点 0.126.

再由 4.2.1 节可知，表 4.3 的数据上各属性的信息增益为

Gain(D，色泽) = 0.109; Gain(D，根蒂) = 0.143; 

Gain(D，敲声) = 0.141; Gain(D，纹理) = 0.381; 

Gain(D，脐部) = 0.289; Gai丑(D， 触感) = 0.006; 

Gain(D，密度) = 0.262; Gain(D，含糖率) = 0.349. 

于是"纹理"被选作根结点划分属性?此启结点划分过程递归进行，最终

生成如图 4.8 所示的决策树.

图 4.8 在西瓜数据集 3.0 上基于信息增益生成的决策树

需注意的是，与离散属性不同，若当前结点划分属性为连续属性?该属性还

可作为其后代结点的划分属性.

4.4.2 缺失值处理

现实任务中常会遇到不完整样本，即样本的某些属性值缺失.例如由于诊

测成本、隐私保护等因素，患者的医疗数据在某些属性上的取值(如 HIV 测试

结果)未知;尤其是在属性数目较多的情况下，往往会有大量样本出现缺失值.

如果简单地放弃不完整样本，仅使用无缺失值的样本来进行学习，显然是对数



树

据信息极大的浪费.例如，表 4.4是表 4.1 中的西瓜数据集 2.0 出现缺失值的版

本，如果放弃不完整样本，则仅有编号 {4， 7, 14, 16} 的 4 个样本能被使用.显

然，有必要考虑利用有缺失属性值的训练、样例来进行学习.
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西瓜数据集 2.0α
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表 4.4
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我们需解决两个问题: (1) 如何在属性值缺失的情况 F进行划分属性选择?

(2) 给定划分属性?若样本在该属性上的值缺失，如何对样本进行划分?

给定训练集D 和属性 α，令 D 表示 D 中在属性 α 上没有缺失值的样本子

集.对问题(1)，显然我们仅可根据 b 来判断属性 α 的优劣.假定属性 α 有 V 个

可取值 {α1 ， α2 …， αV} ， 令 DV 表示 D 中在属性 α 上取值为旷的样本子集， ÌJk 

表示 b 中属于第 k 类 (k = 1, 2, .. . , lyl)的样本子集，则显然有b 己 U巳1 ÌJk , 
bzUL1bu. 假定我们为每个样本 z 贼予→个权重切酌并定义在决策树学习开始阶段，

根结点中各样本的权重初

始化为 1

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

(1 ~ k ~ IYI) , 

(1 ~ v ~ V) . 

问
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u一ω
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直观地看，对属性 α， ρ 表辰无缺失值样本所占的比例， Pk 表示无缺失值样本中

第 k 类所占的比例?ι 则表示无缺失值样本中在属性 α 上取值旷的样本所占

的比例显然，艺已l肌 =LZL1札 =1

基于上述定义，我们可将信息增益的计算式(4.2)推广为

Gain(D, a) = p x Gain(D, a) 
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其中由式(4.1) ，有
IYI 

Ent(15) = - 2二岛 10g2岛

对问题(2)，若样本 z 在划分属性 α 上的取值己知?则将 z 划入与其取值对

应的子结点，且样本权值在于结点中保持为 ωæ. 若样本 z 在划分属性 α 上的取

值未知，则将 z 同时划入所有子结点?且样本权值在与属性值t 对应的子结点

中调整为凡 -ωæ，直观地看，这就是让同一个样本以不同的概率划入到不同的

子结点中去.

C4.5 算法使用了上述解决方案 [Quin1an， 1993J. 下面我们以表 4.4的数据

集为例来生成一棵决策树.

在学习开始时?根结点包含样本集 D 中全部 17 个样例，各样例的权值

均为1.以属性"色泽"为例，该属性上无缺失值的样例子集 b 包含编号为

{2 ， 3 ， 4 ， 6 ， 7 ， 8 ， 9 ， 10 ， 11 ， 12 ， 14， 15 ， 16 ， 17} 的 14 个样例.显然， 15 的信息:腐为

Ent(15) = - LPk 10g2 民

(6. 6 8. 8\ 
= - I -::-: 10酌+ -::-: 10区。 I = 0.985. 
飞口"14 . 14 口'" 14 J 

令 b1?b2 与 153 分别表不在属性"色泽"上取值为"青绿" ((乌黑"以
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Ent(的= - (~叫 +j叫) =0ω 

因此，样本于集 β 上属性"色泽"的信息增益为

Gain(D，色泽) = Ent(D) 一 2二ιEnt(DV )
。=1

于是，样本集 D 上属性"色泽"的信息增益为

14 
Gain(D，色泽)=ρx Gain(D，色泽)=一 x 0.306 = 0.252 . 

17 

类似地可计算出所有属性在 D 上的信息增益:

Gain(D，色泽) = 0.252; Gain(D，根蒂) = 0.171; 

Gain(D，敲声) = 0.145; Gain(D，纹理) = 0.424; 

Gain(D，脐部) = 0.289; Gain(D，触感) = 0.006. 

"纹理"在所有属性中取得了最大的倍息增益，被用于对根结点进行划分.

划分结果是使编号为 {1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6 ， 15} 的样本进入"纹理=清晰"分支，编号

为 {7， 9, 13, 14, 17} 的样本边入"统理=稍糊"分支，而编号为 {11 ， 12, 16} 的样

本进入"纹理二模糊"分支，且样本在各子结点中的权重保持为1.需注意的

是，编号为 {8} 的样本在属性"纹理"上出现了缺失值，因此它将同时进入三

个分支中，但权重在三个子结点中分别调整为主、圭和 it. 编号为 {10} 的样

本有类似划分结果.

上述结点划分过程递归执行，最终生成的决策树如图 4.9 所示.

4.5 多变量决策树

若我们把每个属性视为坐标空间中的一个坐标轴，则 d 个属性描述的样本

就对应了 d 维空间中的一个数据点，对样本分类则意味着在这个坐标空间中寻

找不同类样本之间的分类边界.决策树所形成的分类边界有一个明显的特点:

轴平行(axis-parallel)，即它的分类边界由若干个与坐标轴平行的分段组成.
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在西瓜数据集 2.0α 上基于信息增益生成的决策树

以表 4.5 中的西瓜数据 3.0α 为例7 将它作为训练集可学得图 4.10 所示的决

策树，这棵树所对应的分类边界如图 4.11 所示.

图 4.9
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显然，分类边界的每一段都是与坐标轴平行的这样的分类边界使得学习

结果有较好的可解释性，因为每一段划分都直接对应了某个属性取值.但在学

习任务的真实分类边界比较复杂时，必须使用很多段划分才能获得较好的近似，
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这样的多变量决策树亦
称"斜决策树" (oblique 
decision tree). 

回 4.10 在西瓜数据集 3‘0α 上生成的决策树

06EZE 
特
袋。.4
φ 

o. 2 

+ 
+ 

+ 

+ 

o O. 2 O. 4 O. 6 O. 8 
密度

圄 4.11 图 4.10 决策树对应的分类边界

第 4章决策树

如图 4.12 所示;此时的决策树会相当复杂，由于要进行大量的属性测试，预测

时间开销会很大.

若能使用斜的划分边界，如图 4.12 中红色线段所示，则决策树模型将大为

简化"多变量决策树" (multivariate decision tree) 就是能实现这样的"斜划

分"甚至更复杂划分的决策树.以实现斜划分的多变量决策树为例，在此类决

策树中，非叶结点不再是仅对某个属性，而是对属性的线性组合进行测试;换言

之，每个非叶结点是一个形如 2乙1 叫向 =t 的线性分类器，其中叫是属性向
的权重，叫和 t 可在该结点所含的样本集和属性集上学得.于是，与传统的"单

变量决策树" (univariate decision tree) 不同，在多变量决策树的学习过程中，

不是为每个非叶结点寻找一个最优划分属性，而是试图建立一个合适的线性分
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U 

。 Z 

图 4.12 决策树对复杂分类边界的分段近似

线性分类器参见第 3 幸 类器.例如对西瓜数据 3.0α? 我们可学得图 4. 13 这样的多变量决策树，其分类

边界如国 4.14 所示

是
正二

一0.365 x密度 + 0.366 x含糖率 :::; -0.1 58?
/ '-.... 

是

~ 

图 4.13 在西瓜数据集 3.0α 上生成的多交量决策树
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图 4.14 图 4 . 13 多交量决策树对应的分类边界
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本质上，各种特征选择

方法均可用于决策树的划
分属性选择特征选择参
见第 11 章

第 4章决策树

4.6 阅读材料

决策树学习算法最著名的代表是 ID3 [Quinlan, 1979, 1986] 、 C4.5 [Quin­

la丑， 1993] 和 CART [Breiman et al., 1984]. [Murthy, 1998] 提供了一个关于决

策树文献的阅读指南. C4.5Rule 是→个将 C4.5 决策树转化为符号规则的算法

[Quinlan, 1993]，决策树的每个分支可以容易地重写为一条规则，但 C4.5Rule

算法在转化过程中会进行规则前件合并、删减等操作?因此最终规则集的泛化

性能甚至可能优于原决策树.

在信息增益、增益率、基尼指数之外，人们还设计了许多其他的准则用

于决策树划分选择，然而有实验研究表明 [Mingers ， 1989b]，这些准则虽然对

决策树的尺寸有较大影响，但对泛化性能的影响很有限. [Raileanu and Stoffel, 

2004] 对信息增益和基尼指数进行的理论分析也显示出，它们仅在 2% 的情况下

会有所不同. 4.3 节介绍了决策树剪枝的基本策略;剪枝方法和程度对决策树泛

化性能的影响相当显著，有实验研究表明 [Minger日， 1989a]，在数据带有噪声时

通过剪枝甚至可将决策树的泛化性能提高 25%.

多变量决策树算法主要有 OC1 [Murthy et al., 1994] 和 [Brodley and Ut­

goff, 1995] 提出的一系列算法.OC1 先贪心地寻找每个属性的最优权值，在局

部优化的基础上再对分类边界进行随机扰动以试图找到更好的边界; [Brodley 

and Utgoff, 1995] 则直接引入了线性分类器学习的最小二乘法，还有一些算法

试图在决策树的叶结点上嵌入神经网络，以结合这两种学习机制的优势，例如

"感知机树" (Perceptron tree) [Utgoff, 1989b] 在决策树的每个叶结点上训练

关于感知机和神经网络， 一个感知机，而 [Guo and Gelfand, 1992] 则直接在叶结点上嵌入多层神经网络.
参几第 5 章

有→些决策树学习算法可进行"增量学习" (incrementallearning)，即在

接收到新样本后可对己学得的模型进行调整，而不用完全重新学习.主要机

制是通过调整分支路径上的划分属性次序来对树进行部分重构，代表性算法

有 ID4 [Schlimmer and Fisher, 1986] 、 ID5R [Utgoff, 1989a] 、 ITI [Utgoff et al., 

1997] 等.增量学习可有效地降低每次接收到新样本后的训练时间开销，但多步

增量学习后的模型会与基于全部数据训练而得的模型有较大差别.
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习题

4.1 试证明对于不含冲突数据(即特征向量完全相同但标记不同)的训练

集，必存在与训练集一致(即训练误差为 0)的决策树.

4.2 试析使用"最小训练误差"作为决策树划分选择准则的缺陷

4.3 试编程实现基于信息;嘀进行划分选择的决策树算法?并为表 4.3 中数

据生成一棵决策树.

4.4 试编程实现基于基尼指数进行划分选择的决策树算法，为表 4.2 中数

据生成预剪枝、后剪枝决策树?并与未剪枝决策树进行比较.

4.5 试编程实现基于对率回归进行划分选择的决策树算法?并为表 4.3 中

数据生成一棵决策树.

UCI 数据集见

http://archive.ics.uci.edu/mlj. 4.6 试选择 4 个 UCI 数据集，对上述 3 种算法所产生的未剪枝、预剪枝、

统计显著性检验参见 后剪枝决策树进行实验比较，并进行适当的统计显著性检验.
2.4节.

4.7 图 4.2 是→个递归算法，若面临巨量数据，则决策树的层数会很深，使

用道归方法易导致"樵"溢出试使用"队列"数据结构，以参数

MaxDepth 控制树的最大深度，写出与图 4.2 等价、但不使用递归的

决策树生成算法.

4.8* 试将决策树生成的深度优先搜索过程修改为广度优先搜索，以参数

MαxNode 控制树的最大结点数，将题 4.7 中基于队列的决策树算法

进行改写.对比题 4.7 中的算法，试析哪种方式更易于控制决策树所

需存储不超出内存.

4.9 试将 4.4.2 节对缺失值的处理机制推广到基尼指数的计算中去.

4.10 从网上下载或自己编程实现任意一种多变量决策树算法，并观察其在
西瓜数据集 3.0 见 p.84 西瓜数据集 3.0 上产生的结果.
的表 4.3
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小故事:决策树与罗斯·昆兰

说起决策树学习，就必然要谈到澳大利亚计算机科学家

罗斯·昆兰 (J. Ross Quinlan, 1943- ). 

最初的决策树算法是心理学家兼计算机科学家E. B. 

Hunt 1962 年在研究人类的概念学习过程时提出的 CLS

(Concept Learning S)耐em)，这个算法确立了决策树 "分而

治之"的学习策略.罗斯 ·昆兰在 Hunt 的指导下于 1968 年在美国华盛顿大学

获得计算机博士学位，然后到悉尼大学任教. 1978 年他在学术假时到斯坦福大

学访问，选修了图灵的助手 D. Michie 开设的一门研究生课程.课上有一个大

作业，要求写程序来学习出完备正确的规则，以判断国际象棋残局中一方是否

会在两步棋后被将死. 昆兰写了一个类似于 CLS 的程序来完成作业， 其中最重

要的改进是引入了信息增益准则.后来他把这个工作整理出来在 1979 年发表，

这就是 ID3 算法.

1986 年 Machine Learning 杂志创刊，昆兰应邀在创刊号上重新发表了 ID3

算沽，掀起了决策树研究的热潮. 短短几年间众多决策树算法问世， ID4、 ID5

等名字迅速被其他研究者提出的算法占用， 昆兰只好将自 己的 ID3 后继算法命

名为 C4.0，在此基础上进一步提出了著名 的 C4.5. 有趣的是，昆兰自称 C4.5 仅

是对 C4.0 做了些小改进，因↓此也将它命名为 "第 4.5 代分类器

业化版本衬称、为 C5.0.
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确类似于 "阀 门"

第 5 章 神经网络

5.1 神经元模型

神经网络(neural networks) 方面的研究很早就已出现? 今天"神经网络"

己是一个相当大的、 多学科交叉的学科领域.各相关学科对神经网络的定义多

种多样，本书采用目前使用得最广泛的一种，即"神经网络是由具有适应性的

简单单元组成的广泛并行互连的网络，它的组织能够模拟生物神经系统对真实

世界物体所作出的交互反应" [Kohonen, 1 988] . 我们在机器学习中谈论神经网

络时指的是"神经网络学习 " 或者说，是机器学习与神经网络这两个学科领

域的交叉部分.

神经网络中最基本的成分是神经元(neuro且)模型，即上述定义中的"简单

单元"在生物神经网络中1 每个神经元与其他神经元相连，当它"兴奋"时，

就会向相连的神经元发送化学物质，从而改变这些神经元内的电位;如果某神

经元的电位超过了一个"阔值" (threshold) ， 那么它就会被激活? 即 "兴奋 "

起来，向其他神经元发送化学物质.

1943 年， [McCulloch and Pitts, 1943] 将上述情形抽象为国 5.1 所示的简单

模型，这就是一直沿用至今的 "M-P 神经元模型" 在这个模型中 ， 神经元接

收到来自 η 个其他神经元传递过来的输入信号?这些输入信号通过带权重的连

接(connection)进行传递，神经元接收到的总输入值将与神经元的阀值进行比

广+ 当前神经元

/ 广 输出俨 f(主ω ~ ø)
U 

图 5.1 M-P 神经元模型



98 

亦称"Il'l句应函数"
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较，然后通过"激活函数" (activation function) 处理以产生神经元的输出.

理想中的激活函数是图 5.2(a) 所示的阶跃函数，它将输入值映射为输出

这里的阶跃函数是单位 值 "0" 或勺"显然 "1" 对应于神经元兴奋， "0" 对应于神经元抑制. 然
阶跃函数的变体1 对数几 3 

率函数则是 Sigmoid 函数 而，阶跃函数具有不连续、不光滑等不太好的性质，因此实际常用 Sigmoid
的典型代表参见 3.3 节

"模拟生物神经网络"
是认知科学家对神经网络

所做的一个类比阐释

例如 10 个神经元两两
连接，则有 100 个参数 90
个连接权和 10 个阅值

函数作为激活函数典型的 Sigmoid 函数如图 5.2(b) 所示? 它把可能在较大

范围内变化的输入值挤压到 (0， 1) 输出值范围内，因此有时也称为 "挤压函

数" (squashi吨 functio叫.

耶(X) …一一一- 1.0 l~~~芒Ti--…
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cd 二E 二~ 0; 

x< O 

1 x -1.0 -0.5 10 0.5 1.0 :Í; 

吨rnoid(x) = 一土-
l 十 e

(a) 阶跃函数 (b) Sigrnoid 函数

图 5.2 典型的神经元激活函数

把许多个这样的神经元按-定的层次结构连接起来，就得到了神经网络.

事实上，从计算机科学的角度看，我们可以先不考虑神经网络是否真的模

拟了生物神经网络，只需将一个神经网络视为包含了许多参数的数学模型，这

个模型是若干个函数， 例如的 = f(艺也叫叫 一 句)相互(嵌套)代入而得.有效的

神经网络学习算法大多以数学证明为支撑.

5 . 2 感知机与多层网络

感知机(Perceptron)由两层神经元组成， 如图 5.3 所示，输入层接收外

界输入信号后传递给输出层， 输出层是 M-P 神经元，亦称"阔值逻辑单

元" (threshold logic unit) . 

感知机能容易地实现逻辑与、或、非运算. 注意到 ν = fCI:'i WiXi - e) ， 假

定 f 是图 5.2 中的阶跃函数， 有

• "与 " (Xl ^ X2) : 令 Wl=ω2 = 1, e = 2 ， 则 ν = f(l . Xl + 1 . X2 - 2)，仅
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输出层

'Wl/ \'W2 

输入层

Xl X2 

圈 5.3 两个输入神经元的感知机网络结构示意图

在 Xl = X2 = 1 时 ， y = 1; 

• "或" (X1 V X2): 令 ω1= 叫= 1, e = 0.5，则 ν = f(l . Xl 十 1. X2 - 0.5) , 

当 X1 = 1 或 X2 = 1 时， y = 1; 

• "非 " (-'Xl): 令 ω1 = -0.6 ， ω2 = 0, e = -0.5，则 ν = f( -0.6. Xl + O. 

X2 +0.时，当 Xl = 1 时 ， y =0; 当 Xl = 0 时 ， y = 1. 

更一般地，给定训练数据集?权重叫。 =1 ， 2 ，...， n) 以及阔值。可通过学

习得到.阑值。可看作一个固定输入为 1.0 的"哑结点" (dummy node) 所对

应的连接权重 Wn十1，这样，权重和阑值的学习就可统一为权重的学习.感知机

学习规则非常简单，对训练样例忡， y) ， 若当前感知机的输出为 fj ， 则感知机权
Xi 是 z 对应于第 2 个输 重将这样调整:

入神经元的分量

Wi ← ωz 十 6Wi ，

A叫 =η(ν - ý)Xi , 

(5.1) 

(5.2) 

数可22;1直为一个小正其中刊仰，刊为学习率(learning rate) 从式(5.1) 可看出，若刷刷训练
样例 (x ， y) 预测正确，即 fj = y ， 则感知机不发生变化，否则将根据错误的程度

进行权重调整.

需注意的是，感知机只有输出层神经元进行激活函数处理，即只拥有 层

功能神经元(functionalneuron)，其学习能力非常有限.事实上，上述与、或、

非问题都是线性可分(linearly separable)的问题.可以证明 [Minsky and Papert , 

1969]，若两类模式是线性可分的，即存在一个线性超平面能将它们分开，如图

5叫a)-(c) 所示，则感知在fl的学习过程一定会收敛(converge) 而求得适当的权向

量 ω = (W1; 叫;... ;Wn+1); 否则感知机学习过程将会发生振蔼(fluctuation) ， ω

难以稳定下来，不能求得合适解，例如感知机甚至不能解决如图 5剧d) 所示的
"非线性可分"意味着

用线性起平面无法划分 异或这样简单的非线性可分问题.
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要解决非线性可分问题?需考虑位m多层功能神经元. 例如 | 国 5.5 中这个

简单的两层感知机就能解决异或问题. {c!引 5.5 (a) 中 ， 输出层与输入居之间的一

层神经元，被称为隐居或隐含层(hidden layer)，隐含层和输出层神经元都是拥

有激活函数的功能神经元.

"或"线性可分的 "与"图 5.4

史一般的，常见的神经网络是形如图 5.6 所示的层级结构，每层神经元与下

层神经元全互连3 神经元之间不存在同层连接， 也不存在跨层连接. 这样的

神经网络结构通常称为"多层前馈神经网络" (multi-layer feedforward neural 

X l 
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能解决异或问题的两层感知机图 5.5
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"前债"并不意味着网

络中信号不能向后传!而

是指网络拓扑结构丰不存

在环或回路，参见 5.5.5 节

即神经元连接的权重.

亦称"反向传播算法"

离散属性需先进行处理.

若属'r生值间存在"序"关
系则可进行连续化，否则

通常转化为 k 维向量， k 为
属性值数参几 3.2 节

101 

(功单隐层前馈网络 (b)双1吉、层前馈网络

图 5.6 多层前馈神经网络结构示意图

networks)，其中输入层神经兀接收外界输入?隐层与输出层神经元对信弓进行

舶工，最终结果由输出层神经λ输出:换言之，输入层神经元仅是接受输入，不

进行函数处理，隐居与输出层包含功能神经元.因此，图 5.6(a) 通常被称为"两

层网络"为避免歧义，本书称其为"单隐层网络"只需包含隐层，即可称

为多层网络.神经网络的学习过程，就是根据训练数据来调整神经元之间的

"连接权" (connection weight) 以及每个功能神经元的阑值;换言之，神经网

络"学"到的东西，蕴涵在连接权与阙值中，

5.3 误差逆传播算法

多层网络的学习能力比单层感知机强得多.欲训练多层网络，式(5.1)的

简单感知机学习规则显然不够了?需要更强大的学习算法.误差逆传播(error

BackPropagation，简称 BP)算法就是其中最杰出的代表?它是迄今最成功的神

经网络学习算法.现实任务中使用神经网络时，大多是在使用 BP 算法进行训

练.值得指出的是， BP 算法不仅可用于多层前馈神经网络，还可用于其他类型

的神经网络7 例如训练递归神经网络 [Pine巾， 1987]. 但通常说 "BP 网络"时，

《般是指用 BP 算法训练的多层前馈神经网络.

下面我们来看看 BP 算法究竟是什么样.给定训练集 D 二 {(Xl ， Yl) , 
(X2' 如)， .. . , (Xm , Ym)} , Xi E 1肘 ， Yi E 时，即输入示例由 d 个属性描述，输出 l

维实值向量.为便于讨论.图 5.7 给出了一个拥有 d 个输入神经元、 l 个输出神

经元、 q 个隐层神经元的多层前馈网络结构，其中输出层第 j 个神经元的阀值

用。j 表示，隐层第 h 个神经元的阔值用 γh 表示.输入层第 t 个神经元与隐居第

h 个神经元之间的连接权为 U仇，隐层第 h 个神经元与输出层第 j 个神经元之间

的连接权为 ωhj. 记隐层第 h 个神经元接收到的输入为何=~乙1 均hXi ， 输出
层第 j 个神经元接收到的输入为 ßj = ~h=lωhjbh ， 其中 bh 为隐层第 h 个神经
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实际是对卒函数， 参见

3.3节

这里的 1/2 是为 了后续

求导的便利
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Yl 
输出层

αh =艺 VihXi

输入层

Xl Xi Xd 

图 5.7 BP 网络及算法中的交量符号

元的输1-[ 110 假设 |崽层和输H'， JL!神纤元都使用罔 5.2(b) rl' FI<J Sigmoid 1~j(1 数.

对训练例 (Xk ， νk) ， 假Æ丰q l纤网绵的输山为 弘 =(纣， 必， .. . Jf)，即

许 = f(自 - Bj) , (5.3) 

则网络在 (饵，如)上的均方误差为

EK= -i 乞叫哼? (5.4) 

图 5.7 的网络中有 (d + l 十 1) q 十 l 个参数需确定:输入层到隐层的 d xq

个权值、 隐层到输出层的 q x l 个权值、 q 个隐层神经元的阔值、 1 个输出层神

经元的阔值. BP 是一个法代学习算法，在迭代的每一轮中采用广义的感知机学

习规则对参数进行更新估计?即与式(5.1 )类似，任意参数 υ 的更新估计式为

υ ← υ + .6.v . (5.5) 

下面我们以图 5.7 中隐层到输出层的连接权 ωhj 为例来进行推导

梯度下降参见附录 B.4. BP 算法基于梯度下降(gradient descent)策略， 以目标的负梯度方向对参

数进行调整. 对式(5.4) 的误差 Ek， 给定学习率 η，有

.6.Wh ，; 一一η θE'k
nJ 一 叮θωhj

(5.6) 
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这就是"链式法则"
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注意到叫3 先影响到第 j 个输出层神经元的输入值岛，再影响到其输出值坪，

然后影响到 Ek ， 有

。Ek _ âEk θ拌 θ岛
。ωhj â咛 θ岛 θωhj

根据岛的定义，显然有
θßj 't. 

θtiYM-M 

图 5.2 中的 Sigmoid 函数有一个很好的性质:

f'(x)=f(x)(1-f(x)) , 

于是根据式(5码和 (5.3) ，有

-δEk θ拌
均 θ剪 θ岛

=一(fjj - yj) f' (均一句)

=绊(1 - fjj)(yj - 讨)

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

将式(5.10)和 (5.8)代入式(5.7)，再代入式(5.6)，就得到了BP 算法中关于

ω州的更新公式

类似可得

式(5.13)和 (5.14) 中

6.W hj = ηgjbh. 

6.()j = η句，

6.Vih = ηehxi , 

6..俨Yh =-"1巳h ，

。Ek åbh 
句=而F 瓦;

YLθEk 悦，
=一):一一-一」fr(αh 一 1'h)

主:δ岛 δbh

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 
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= ~Whjgjff(αh 一刊)
j=l 

= bh (l - bh) 汇 Whjgj . (5.15) 

学习本 ηε(0， 1) 控制着算沾每一轮迭代中的更新步长， :fJ:太大则容易振

常设置为 η=0. 1. 荡，太小则收敛速度又会过但.有时为了做精细调节、可令式(5.11) 与 (5.12) 使

用 η1 ，式(5.13) 与 (5.14) 使用 r/2 ， 两者未必相等.

图 5.8 给出了 BP 算法的工作流程.对每个训练样例， BP 算法执行以F操

作:先将输入示例提供给输入层神经元，然后逐层将信号前传，直到产生输出

层的结果;然后计算输出层的误差(第 4-5 行)，再将误差逆向传播至隐层神经

元(第 6 行)，最后根据隐层神经元的误差来别连接权和|词值进行调整(第 7 行).

该法代过程循环进行，直到达到某些停止条件为止，例如训练误差己达到一个

f士?件马车解 BP 过 很小的值.图 5.9 给出了在 2 个属性、 5 个样本的西瓜数据上?随着训练轮数的
在，~日，;r_略有天

增加，网络参数和分类边界的变化情况.

输入:训练集 D = {(Xk吨如)}k=l;
学习率 η.

过程:
1: 在(0 ， 1)范固内随机初始化网络中所有连接权和|湖值
2: repeat 
3: for all (Xk , Yk) ε Ddo 
4: 根据当前参数和式(5.3) 计算当前样本的输出如7
5: 根据式(5.10) 计算输出层神经元的梯度项幻;
6: 根据式(5.15) 计算隐层神经元的梯度顷 eh;
7: 根据式(5.11)-(5.14) 更新连接权 .Whj ， Vih 与阙值 ()j) 节也
8: end for 
9: until 达到停止条件

输出:连接权与|词值确定的多层前馈神经网络

图 5.8 误差逆传播算法

需注意的是， BP 算法的目标是要最小化训练集 D 上的累积误差

E=i乞 Ek , (5.16) 

但我们上面介绍的"标准 BP 算法"每次仅针对一个训练样例更新连接权

和阔值，也就是说，圈 5.8 中算法的更新规则是基于单个的 Ek 推导而得.如
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图 5.9 在2个属性、 5个样本的西瓜数据上， BP网络参数史新和分类边界的交化情况

果类似地推导出基于累积误差最小化的更新规则，就得到了累积误差逆传

播(accumulated error backpropagatio丑)算法累积 BP 算法与标准 BP 算法都

很常用.一般来说，标准 BP 算法每次更新只针对单个样例?参数更新得非常频

繁，而且对不同样例进行更新的效果可能出现"抵消"现象.因此，为了达到同

样的累积误差极小点7 标准 BP 算法往往需进行更多次数的法代.累积 BP 算法

直接针对累积误差最小化，它在i卖取整个训练集 D 一遍后才对参数进行更新，

其参数更新的频率低得多.但在很多任务中，累积误差下降到一定程度之后，进

一步下降会非常缓慢，这时标准 BP 往往会更快获得较好的解，尤其是在训练

集 D 非常大时更明显.

[Hornik et al., 1989] 证明，只需二个包含足够多神经元的隐层，多层前馈网

络就能以任意精度逼近任意复杂度的连续函数.然而，如何设置隐层神经元的

个数仍是个未决问题，实际应用中通常靠"试错法" (trial-by-error)调整.

正是由于其强大的表示能力， BP 神经网络经常遭遇过拟合?其训练误差持

续降低，但测试误差却可能上升有两种策略常用来缓解BP网络的过拟合.第

一种策略是"早停" (early stopping): 将数据分成训练集和验证集，训练、集用

来计算梯度、更新连接权和阔值?验证集用来估计误差，若训练集误差降低但

验证集误差升高?则停止训练，同时返回具有最小验证集误差的连接权和阑值.~I 入正则化策略的神经

网络与第 6 章的 SVM 己 第二种策略是"正则化" (regularization) [Barron, 1991; Girosi et al., 1995]，其
非常相似.

基本思想是在误差目标函数中增加一个用于描述网络复杂度的部分，例如连接
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增加连接权与闵值平方

和这一项后，训练过程将
会偏好比较小的连接权

和闵佳，使网络输出更加

"光滑"从而对过拟合
有所缓解.

这里的讨论对其他机器

学习模型同样适用.

第 5 章 中申经网络

权与阔值的平方和.仍令 Ek 表示第 k 个训练样例上的误差?叫表示连接权和

阙值，则误差目标函数(5.16) 改变为

E= λ去艺Ek 十 (1 吧叫， (5.17) 

其中 λε(0， 1) 用于对经验误差与网络复杂度这两项进行折中，常通过交叉验

证法来估计.

5.4全局最小与局部极小

若用 E 表示神经网络在训练集上的误差，则它显然是关于连接权 w 和阑

值。的函数.此时，神经网络的训练过程可看作一个参数寻优过程7 即在参数空

间中，寻找一组最优参数使得 E 最小.

我们常会谈到两种"最优" "局部极小" (local minimum)和"全局最

小" (global minimum). 对 w* 和俨，若存在 ε>0 使得

v (ω ; 0) ε {(w; 0) 111(w; 0) → (ω*; 伊 )11 ~叶，

都有 E(ω;0) ~ E(w*;O*) 成立?则 (ω*; 0*) 为局部极小解;若对参数空间中的

任意 (ω ; 0) 都有 E(w; 0) 注 E(w气。*) ，则 (ω*; 0*) 为全局最小解.直观地看，局

部极小解是参数空间中的某个点?其邻域点的误差函数值均不小于该点的函数

值;全局最小解则是指参数空间中所有点的误差函数值均不小于该点的误差函

数值.两者对应的 E(ω*;0*) 分别称为误差函数的局部极小值和全局最小值旷

显然，参数空间内梯度为零的点，只要其误差函数值小于邻点的误差函数

值，就是局部极小点;可能存在多个局部极小值，但却只会有一个全局最小值.

也就是说"全局i最最小"一定是"局部极小

有两个局部极小7 但只有其中之一是全局最小.显然，我们在参数寻优过程中是

希望找到全局最小.

基于梯度的搜索足使用最为广泛的参数寻优方法.在此类方法中?我们从

某些初始解出发?迭代寻找最优参数值.每次迭代中，我们先计算误差函数在当

前点的梯度，然后根据梯度确定搜索方向.例如，由于负梯度方向是函数值下降

感知机支新规则式 (5.1) 最快的方向，因此梯度下降法就是沿着负梯度方向搜索最优解.若误差函数在
BP 灵新规则式 (5.11)- -~ v -~- ,- , -, 

(5.14) 都是基于梯度下降. 当前点的梯度为零，则已达到局部极小，更新量将为零，这意味着参数的迭代更

新将在此停止.显然，如果误差函数仅有一个局部极小，那么此时找到的局部极
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E 

图 5.10 全局最小与局部极小

小就是全局最小;然而，如果误差函数具有多个局部极小?则不能保证找到的解

是全局最小.对后一种情形?我们称参数寻优陷入了局部极小， 这显然不是我们

所希望的.

在现实任务中，人们常采用以下策略来试图 "四t出"局部极小，从而进一

步接近全局最小.

·以多组不同参数值初始化多个神经网络7 按标准方法训练后，取其中误差

最小的解作为最终参数.这相当于从多个不同的初始点开始搜索， 这样就

可能陷入不同的局部极小从中进行选择有可能获得更接近全局最小的

结果.

· 使用 "模拟*火" (simulated annealing) 技术 [Aarts and Korst, 1989]. 

模拟退火在每一步都以二定的概率接受比当前解更差的结果，从而有助

于 "跳出"局部极小. 在每步i主代过程中 7 接受"次优解"的概率要随着

时间的推移而逐渐降低7 从而保证算法稳定.

· 使用随机梯度下降.与标准梯度下降法精确计算梯度不同， 随机梯度下降

法在计算梯度时加入了随机因素.于是?即便陷入局部极小点? 它计算出

的梯度仍可能不为零3 这样就有机会跳出局部极小继续搜索.

此外， 遗传算法(genetic algorithms) [Goldberg, 1989] 也常用来训练神经网

络以更好地逼近全局最小. 需注意的是?上述用于跳出局部极小的技术大多是

启发式，理论七尚缺乏保障.
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5.5 其他常见神经网络

神经网络模型、算法繁多，本节不能详尽描述，只对特别常见的几种网络

稍作简介.

5.5.1 RBF网生各

RBF(Radial B描is Function，径向基函数)网络 [BroOlnhead and Lo啊?

1988] 是一种单隐层前馈神经网络，它使用径向基函数作为隐层神经元激1~函

数，而输出层则是对隐层神经元输出的线性组合.假定输入为 d维向量风输出

为实值7 则 RBF 网络可表示为

ψ(æ) = 2二叫ρ(æ ， Ci) , (5.18) 

其中 q 为隐层神经元个数， Ci 和 Wi 分别是第 4 个隐层神经元所对应的中心和权

重， ρ(æ ， Ci) 是径向基函数，这是某种沿径向对称的标量函数，通常定义为样本

z 到数据中心 Ci 之间欧氏距离的单调函数常用的高斯径向基函数形如

ρ(忽，Ci) = e一ßillæ-cill 2 (5.19) 

[Park and Sandberg, 1991] 证明，具有足够多隐层神经元的 RBF 网络能以任意

精度逼近任意连续函数.

通常采用两步过程来训练 RBF 网络:第一步，确定神经元中心 Ci ， 常用的

方式包括随机采样、聚类等;第二步，利用 BP 算法等来确定参数叫和南.

5.5.2 AR丁网络

竞争型学习 (competitive learning)是神经网络中一种常用的无监督学习

策略J 在使用该策略时，网络的输出神经元相互竞争，每一时刻仅有一个竞

争获胜的神经元被撤活，其他神经元的状态被抑制.这种机制亦称"胜者通

吃" (winner-take-all)原则.

AR,T(Adaptive Reson.ance Theory，自适应谐振理论)网络 [Carpenter and 

Grossberg, 198可是竞争型学习的重要代表.该网络由比较层、识别层、识别

阔值和重置模块构成.其中 7 比较层负责接41;c输入样本?并将其传递给识别层神

经元.识别层每个神经元对应 J个模式类，神经元数目叮在训练过程中动态增

长以增加新的模式类.

在接收到比较层的输入信号后识别层神经元之间相互竞争以产生获胜神
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经元.竞争的最简单力自式是计算输入向量与每个识别层神经元所对应的模式

类的代表向量之间的距离，距离最小者胜.获胜神经元将向其他识别层神经元

发送信号，抑制其撤活.若输入向量与获胜神经元所对应的代表向量之间的相

似度大于识别阔值，则当前输入样本将被归为该代表向量所属类别，同时，网络

连接权将会更新，使得以后在接收到相似输入样本时该模式类会计算出更大的

相似度7 从而使该获胜神经元有更大可能获胜;若相似度不大于识别阑值，则重

置模块将在识别层增设一个新的神经元，其代表向量就设置为当前输入向量.

显然，识别阙值对ART网络的性能有重要影响.当识别阔值较 I岛日才?输入样

本将会被分成比较多、比较精细的模式类，而如果识别闹值较低7 则会产生比

较少、比较粗略的模式类-

ART比较好地缓解了竞争型学习中的"可塑性-稳定性窘境" (stability­

plasticity dilemma)，可塑性是指神经网络要有学习新知识的能力 7 而稳定性则

是指神经网络在学习新知识时要保持对旧知识的记忆.这就使得ART网络具有

一个很重要的优点:可进行增量学习 (incremental learning)或在线学习 (online

learni吨) . 

早期的 ART 网络只能处理布尔型输入数据，此后 ART 发展成了一个算法

族，包括能处理实值输入的 ART2 网络、结合模糊处理的 FuzzyART 网络，以

及可进行监督学习的 ARTMAP 网络等.

5.5.3 SOM网络

SOM(Self-Organizing Map，自组织映射)网络 [Kohonen ， 1982] 是一种竞

争学习型的无监督神经网锚，官能将高维输入数据映射到低维空间(通常为二

维)，同时保持输入数据在高维空间的拓扑结构，即将高维空间中相似的样本点

映射到网络输出层中的邻近神经元.

如图 5.11 所示， SOM 网络中的输出层神经元以矩阵方式排列在二维空间

中?每个神经元都拥有一个权向量，网络在接收输入向量后，将会确定输出层获

胜神经元，它决定了该输入向量在低维空间中的位置. SOM 的训练目标就是为

每个输出层神经元找到合适的权向量?以达到保持拓扑结构的目的.

SOM 的训练过程很简单:在接收到一个训练样本后.每个输出层神经局会

计算该样本与自身携带的权向量之间的距离，距离最近的神经兀成为竞争获胜

者?称为最佳匹配单jL; (best matching unit). 然后，最佳匹配单元及其邻近神经

元的权向量将被调整，以使得这些权向量与当前输入样本的距离缩小.这个过

程不断迭代，直至收敛.
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网 t各
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输出层

输入层

图 5.11 SOM 网络结构

5.5 .4 级联相关网络

一般的神经网络模型通常假定网络结构是事先固定的，训练的目的是利用

训练样本来确定合适的连接权、 阙值等参数.与此不同， 结构自适JW网络则将

网络结构也当作学习的目标之一?并希望能在训练过程中找到最利合数据特点

的网绵结构-级联相关(Cascade-Correlation) 网络 [Fahlman and Lcbiere, 1990] 

是结构 白适应网络的重要代表.

二字 =争

(a) 初始状态 (b) 增加一个隐层结点 ( c) 增加第二个1;主层结点

图 5.12 级联相关网络的训练过程新的隐结点加入时，红色连接权通过最大化新结
点的输出与网络误差之间的相关性来进行训练.

级联相关网络有两个主要成分"级联"和"相关" 级联是指建立层次

连接的层级结构.在开始训练时，网络只有输入层和输出层，处于最小拓扑结

构;随着训练的进行，如图 5.12 所示，新的隐层神经元逐渐加入，从而创建起层

级结构. 当新的隐层神经元加入时，其输入端连接权值是冻结固定的相关是

指通过最大化新神经元的输出与网络误差之间的相关性(correlation)来训练相

关的参数.

与一般的前馈神经网络相比，级联相关网络无需设置网络层数、隐层神经

元数目，且训练速度较快，但其在数据较小时易陷入过拟合.
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亦称 "recursive neural 

networks" 

从图 5.14(a) 可看出，

Boltzmann 机是一种递归
神经网络，
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5.5.5 Elman网络

与前馈神经网络不同"递归神经网络" (recurrent neural networks)允许

网络中出现环形结构，从而可让一些神经元的输出反馈回来作为输入信号.这

样的结构与信息反馈过程，使得网络在 t 时刻的输出状态不仅与 t 时刻的输入

有关?还与 t 一 1 时刻的网络状态有关，从而能处理与时间有关的动态变化.

Elman 网络 [Elma口， 1990] 是最常用的递归神经网络之 v 其结构如圈 5.13

所示，它的结构与多层前馈网络恨相似，但隐层神经元的输出被反馈回来?与下

→时刻输入层神经元提供的信号一起，作为隐层神经元在下 A时刻的输入.院、

层神经元通常采用 Sigmoid 激活函数?而网络的训练则常通过推广的 BP 算法

进行 [Pine缸， 1987]. 

图 5.13 日man 网络结构

5.5.6 Boltzmann中几

神经网络中有一类模型是为网络状态定义一个"能量" (energy)，能量

最小化时网络达到理想状态，而网络的训练就是在最小化这个能量函数.

Boltzmann 机 [Ackley 因此， 1985] 就是一种"基于能量的模型" (energy-based 

model)，常见结构如罔 5.14(a) 所示?其神经元分为两层:显层与隐层.显层用

于表示数据的输入与输出，隐层则被理解为数据的内在表达. Boltzmann 机中

的神经元都是布尔型的吗即只能取 0、 1 两种状态?状态 1 表示激活?状态。表

示抑制.令向量 s E {O , l}n 表币 η 个神经元的状态， ωtJ 表示神经元 4 与 j 之间

的连接权，。也表示神经元 i 的 l明值，则状态向量 s 所对应的 Boltzmann 机能量

定义为

E(s) = - ~二汇叫j呐 -I)山 (5.20) 
i=l j=i+l i=l 

Boltzmann 分布亦称 也;网络中的神经元以任意不依赖于输入值的顺序进行更新，则网络最终将
‘平衡态" (equilib川m)
或"平稳分布" (station 达到 Boltzmann 分布，此时状态向量 s 出现的概率将仅由其能量与所有可能状
ary distribution) 



112 

阁值的支新公式可类似

获得

隐层

显层

(a) Boltzmann机 (b)受限Boltzman卫机

圄 5.14 Boltzmann机与受限 Boltzmann 机

态向量的能量确定:
ρ E(s) 

P(s) = 三严而

第5章神经网络

(5.21) 

Boltzmann 机的训练过程就是将每个训练样本视为一个状态向量，使

其出现的概率尽可能大.标准的 Boltzmann 机是一个全连接图，训练网络的

复杂度很高?这使其难以用于解决现实任务. 现实中常采用受限 Boltzmann

机(Restricted Boltzmann Machine，简称 RBM) . 如图 5. 14(b) 所示， 受限 Boltz­

mann 机仅保留显层与隐层之间的连接 从而将 Boltzmann 机结构由完全图简

化为二部图.

受限 Boltzmann 机常用"对比散度" (Contrastive Dìvergence，简称

CD)算法 [Hinton， 2010] 来进行训练. 假定网络中有 d 个显层神经元和 q

个隐层神经元，令。和 h 分别表示显层与隐层的状态向量，则由于同一层内不

存在连接，有

P(州) = rr P(的 | 剖， (5.22) 
也=1

P(hlv) 二 rr P (hj I v) (5.23) 
j=1 

CD 算法对每个训练样本旬， 先根据式(5.23)计算出隐层神经元状态的概率分布，

然后根据这个概率分布采样得到 h; 此后，类似地根据式(5.22)从 h 产生 v' ， 再

从。'产生 hf; 连接权的更新公式为

Aω=η(伪T 一州T) (5.24) 
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关于学习器容量『参儿
第 12 幸.

大型深度学习模型中甚

至有丰百亿个参数

这里所说的"多隐层"
是指三个以上隐层1 深度

学习模型通常有八九层甚

至灵多隐层.
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5.6 深度学习

理论上来说?参数越多的模型复杂度越高、 "容量" (capacity)越大?这意

味着它能完成更复杂的学习任务.但一般情形下?复杂模型的训练效率低1 易陷

入过拟合?因此难以受到人们青睐.而随着云计算、大数据时代的到来，计算

能力的大幅提高可缓解训练低效性，训练数据的大幅增加则可降低过拟合风险，

因此?以"深度学习" (deep learning)为代表的复杂模型开始受到人们的关注.

典型的深度学习模型就是很深层的神经网络.显然?对神经网络模型，提高

容量的一个简单办法是增加隐层的数目隐层多了，相应的神经元连接权、阔

值等参数就会更多.模型复杂度也可通过单纯增加隐层神经元的数目来实现，

前面我们谈到过，单隐层的多层前馈网络已具有很强大的学习能力;但从增加

模型复杂度的角度来看，增加隐层的数目显然比增加隐层神经元的数目更有效?

因为增加隐层数不仅增加了拥有激活函数的神经)G数目?还增加了激活函数嵌

套的层数.然而，多隐层神经网络难以直接用经典算法(例如标准 BP 算法)进行

训练7 因为误差在多隐层内逆传播时?往往会"发散" (diverge)而不能收敛到

稳定状态.

无监督逐层训练(unsupervised layer-wise training)是多隐层网络训练的

有效手段，其基本思想是每次训练一层隐结点?训练时将上一层隐结点的输

出作为输入，向本层隐结点的输出作为下一层隐结点的输入，这称为"预训

练" (pre-training); 在顶训练全部完成后，再对整个网络进行"微调" (fine­

tuning)训练.例如，在深度信念网络(deep belief network，筒称DBN) [Hinton 

的此， 2006] 中，每层都是一个受限 Boltzmann 机，即整个网络可视为若干个

RBM 堆叠而得.在使用无监督逐层训练时，首先训练第一层，这是关于训练样

本的RBM模型?可按标准的 RBM 训练:然后，将第一层预训练好的隐结点视为

第二层的输入结点?对第二层进行预训练，各层预训练完成后，再利用 BP

算法等对整个网络进行训练.

事实上，"预训练+微调"的做法可视为将大量参数分组，对每组先找到局

部看来比较好的设置，然后再基于这些局部较优的结果联合起来远行全局寻优.

这样就在利用了模型大量参数所提供的自由度的同时，有效地节省了训练开销.

另一种节省训练开销的策略是"权共享" (weight shari口的，即让一组

神经元使用柑同的连接权.这个策略在卷积神经网络(Convolutional Neural 

Network，简称 CNN) [LeCun and Be吨io， 1995; LeCun et a1., 1998] 中发挥了

重要作用.以 CNN 进行手写数字识别任务为例 [LeCun et a1., 1998]，如图 5.15
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近来人们在使用 CNN
时常将 Sigmoid i救活函数
替换为修正线性函数

1 0、 if x < 0, f (x ) =< -' ,-, 
I x . otherwlse 

这样的神经元称为 Re­
LU(Rectified Linear Unit ) ; 

此外， 汇合层的操作常采

用"最大" 或 "平均"

这史接近于集成学习中的
一些操作， 参见 8.4 节

若将网络中前若干层处

理都看作是在进行特征表
示，只才巳最后一层处理看
作是在进行"分类 则

分类使用的就是一个简单

模型

输入层
32x 32 

在和层
(j<<128x28 

禾样层
6(çý14 x14 

第 5 章神经网络

品和层 禾样层
16问lUx lO 16(~5 x S 

图 5.15 卷积神经网络用于手写数字识别 [LeCun et al. , 1998] 

所示，网络输入是一个 32 x 32 的手写数字图像，输出是其识别结果， CNN 复合

多个"卷积层"和 "采样层"对输入信号进行加工，然后在连接层实现与输出

目标之间的映射. 每个卷积层#叫邢15包含多个特征映射(仙f扣cat阳urc ma句叩p斗) ， 每个特征映

射是一个由多个神经元构)成现的

特征. 例如?因 5.15 中第←个卷积层囱 6 个特征映射构成，每个特征映射是一

个 28x28 的神经元阵列， 其中每个神经元负责从 5 x 5 的区域地过卷积滤波器

提取局部特征采样层亦称为 "汇合" (pooling)层， 其作用是基于局部相关性

原理进行亚采样?从而在减少数据量的同时保留有用信息. 例如图 5.15 中第一

个采样层有 6 个 14x 14 的特征映射，其中每个神经元与上一层中对应特征映

射的 2x 2 邻域相连， 并据此计算输出 通过复合卷积层和采样层， 图 5.1 5 中的

CNN 将原始图像映射成 120 维特征向量， 最后通过一个由 84 个神经元构成的

连接层和输出层连接完成识别任务. CNN 可用 BP 算法进行训练? 但在训练中 ?

兀论是卷积层还是采样层， 其每一组神经元(即图 5， 15 中的每个"平面" )都是

用相同的连接权，从而大幅减少了需要训练的参数数目

我们可以从另一个角度来理解深度学习 . 无论是 DBN 还是 CNN， 其多隐

层堆叠、 每层对上一层的输出进行处理的机制，可看作是在对输入信号进行

逐层加工，从而把初始的 、 与输出目标之间联系不太密切的输入表示? 转化

成与输出目标联系更密切的表示，使得原来仅基于最后一层输出映射难以完

成的任务成为可能换言之，通过多层处理，逐渐将初始的 "低层"特征表示

转化为 "高层" 特征表示后， 用"简单模型" 即可完成复杂的分类等学习任

务 由此可将深度学习理解为进行"特征学习 " (feature learning)或 "表示学

习 " (representation learning) . 

以往在机器学习用于现实任务时， 描述样本的特征通常需由人类专家来设

计， 这称为 "特征工程" (feature engineering) . 众所周知7 特征的好坏对泛化性
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能有至关重要的影响，人类专家设计出好特征也并非易事;特征学习则通过机

器学习技术自身来产生好特征，这使机器学习向"全自动数据分析"又前进了

一步.

5.7 阅读材料

[Haykin, 1998] 是很好的神经网络教科书， [Bishop, 1995] 则偏重于机器学

习和模式识别.神经网络领域的主流学术期刊有 Neural Computation , Neural 

J: 年前的名称是 Netωorks 、 IEEE 'JIransactions on Neural Networks and Learning Systems; 
ιt 百nsactions on Neu-

ral Networks. 

近来 NI月灵偏重于机

器学习.

LMS 亦称 Widrow-H。忏

规则或 5 规则

主要国际学术会议有国际神经信息处理系统会议(NIPS) 和国际神经网络联合

会议(IJCNN)，区域性国际会议主要有欧洲神经网络会议(ICANN)和亚太神经

网络会议(ICONIP).

M-P神经元模型使用最为广泛，但还有一些神经元模型也受到关注，如考

虑了电位脉冲发放时间而不仅是累积电位的脉冲神经元(spiking neuron)模型

[Gerstner and Kistler, 2002]. 

BP 算法由 [Werbos ， 1974] 首先提出，此后 [Rumelhart et al. , 1986a，b] 重新

发明. BP 算法实质是 LMS (Least Mean Square) 算法的推广. LMS 试图使网

络的输出均方误差最小化，可用于神经元激活函数可微的感知机学习;将 LMS

推广到由非线性可微神经元组成的多层前馈网络，就得到 BP 算法，因此 BP 算

法亦称广义 6 规则 [Chauvin and Rumelhart, 1995]. 

[MacK町， 1992] 在贝叶斯框架下提出了自动确定神经网络正则化参数的

方法. [Gori and Tesi, 1992] 对 BP 网络的局部极小问题进行了详细讨论. [Yao, 

1999] 综述了利用以遗传算法为代表的演化计算(evolutionary computation)技

术来生成神经网络的研究工作.对 BP 算法的改进有大量研究，例如为了提速，

可在训练过程中自适应缩小学习率，即先使用较大的学习率然后逐步缩小，更

多"窍门" (trick) 可参阅 [Reed and M旧ks， 1998; Orr and Müller, 1998]. 

关于 RBF 网络训练过程可参阅 [Schwenker et al. , 2001]. [Carpenter and 

Grossberg, 1991] 介绍了 ART 族算法. SOM 网络在聚类、高维数据可视化、

图像分割等方面有广泛应用，可参阅 [Kohon钮， 2001]. [Bengio et al., 2013] 综

述了深度学习方面的研究进展.

神经网络是一种难解释的"黑箱模型"，但已有一些工作尝试改善神经

网络的可解释性，主要途径是从神经网络中抽取易于理解的符号规则，百I参阅

[Tickle et al., 1998; Zhou, 2004]. 
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习题

西瓜数据集 3.0 几 p.84

的表 4.3

UCI 纹据集几

http://archive.ics.ucí.edu/ml/ 

西瓜数据集 3.0由几 p.89

的表 4.5

MNIST 数据集见

http://yann.lecun.com/ 
exdbjmn院j.

5.1 试述将线性函数 f(x) = ωTX 用作神经元激活函数的缺陷-

5.2 试述使用图 5.2(b) 激活函数的神经元与对率回归的联系.

5.3 对于图 5.7 中的 Vih ， 试推导出 BP 算法中的更新公式(5.13).

5.4 试述式(5.6)中学习率的取值对神经网络训练的影响.

5.5 

5.6 

试编程实现标准 BP 算法和累积 BP 算法?在西瓜数据集 3.0 上分别

用这两个算法训练一个单隐层网络，并进行比较.

试设计一个 BP 改进算法，能通过动态调整学习率显著提升收敛速度.

编程实现该算法，并选择两个 UCI 数据集与标准 BP 算法进行实验

比较.

5.7 根据式(5.18)和(5.19)，试构造一个能解决异或问题的单层 RBF 神经

网络.

5.8 从网上下载或自己编程实现 SOM 网络，并观察其在西瓜数据集 3.0α

上产生的结果.

5.9* 试推导用于 Elman 网络的 BP 算法.

5.10 从网上下载或自己辑程实现一个卷积神经网络?并在于写字符识剔数

据 MNIST 上进行实验测试.
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|苟斯基于 1969 年获图

灵奖

此书中有不少关于神经
网络的真知灼见，但其重

要论断所导致的后来1 对

神经网络乃至人工智能整

体的研究产生了极为残酷

的影响!因此在神经网络

重又兴起后， 该书受到很

多批判 1988 年再版时1
闵斯基专门增加了一章以

作辩护

休息一会儿

小故事:神经网络的几起几落

二十世纪四十年代 M-P 神经元模型、 Hebb 学习律

出现后， 五十年代出现了以感知机、 Adaline 为代表的一

系列成果， 这是神经网络发展的第一个高潮期. 不幸的

是， MIT 计算机科学研究的奠基人马文 · 闵斯基 (Marvin

Minsky, 1927一 )与 Seymour Papert 在 1969 年出版了

《感知机》 一书，书 中指出 7 单层神经网络无法解决非线

性问题?而多层网络的训练算法尚看不到希望.这个论断

第 5 章神经网络

直接使神经两络研究进入了 "冰河期"美国和苏联均停止了对神经网络研究

的资助，全球该领域研究人员纷纷转行，仅剩极少数人坚持下来哈佛大学的

Paul Werbos 在 1974 年发明 BP 算法时，正值神经网络冰河期 7 因此未受到应

有的重视.

1983 年，加州理工学院的物理学家 .Joh孔 Hopfield 利用神经网络，在旅行商

问题这个 NP 完全问题的求解上获得当 时最好结果，引起了 轰动 . 稍后， UCSD 

的 David Rumelhart 与 James McClelland 领导的 PDP 小组出版 了 《并行分

布处理: 认知微结构的探索》一书， Rumelhart 等人重新发明了 BP 算沽，由于

当时正处于 Hopfield 带来的兴奋之中 ， BP 算法迅速走红.这掀起了 神经网络

的第二次高潮.二十世纪九十年代中期7 随着统计学 习理论和支持向量机的兴

起3 神经网络学习的理论性质不够清楚 、 试错性强、在使用中充斥大量"窍

!'l" (trick)的弱点更为明显? 于是神经网络研究又进入低谷， NIPS 会议甚至多

年不接受以神经网络为主题的论文

2010 年前后，随着计算能力的迅猛提升和大数据的涌现? 神经网络研究在

"深度学习"的名义下又重新崛起?先是在 ImageNet 等若干竞赛上以大优势

夺冠3 此后谷歌、百度、脸书等公司纷纷投入巨资进行研发， 神经网络迎来了

第三次高潮.
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6.1 间隔与支持向量

给定训练样本集 D = {(Xl , Yl) ， 但2 ， Y2) , . . . , (Xm, Ym)} , Yi ε{-1，十月，分
类学习最基本的想法就是基于训练、集 D 在样本空间中找到一个划分超平面、将

不同类别的样本分开但能将训练样本分开的划分超平面可能有很多，如图 6.1

所示，我们应该努力去找到哪一个昵?

立;2

。 Xl 

图 6.1 存在多个划分超平面将两类训练样本分开

直观上看?应该去找位于两类训练样本"正中间"的划分超平面，即图 6.1

中红色的那个，因为该划分超平面对训练样本局部扰动的"容忍押性最好.例

如，由于训练集的局限性或噪声的因素，训练集外的样本可能比图 6.1 中的训练

样本更接近两个类的分隔界，这将使许多划分超平面出现错误，而红色的超平

面受影响最小.换言之，这个划分超平面所产生的分类结果是最鲁棒的，对未见

示例的泛化能力最强.

在样本空间中，划分超平面可通过如下线性方程来描述:

wTX 十 b=O ， (6.1) 

其中 w = (叫;叫，... ， ωd) 为法向量?决定了超平面的方向 ; b 为位移项，决定

了超平面与原点之间的距离.显然，划分超平面可被法向量 ω 和位移 b 确定，
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参见习题 6.1
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下面我们将其记为(矶的.样本主R间中任意点 2 到超平面(矶的的距离可写为

r=JωTx+bl 
÷ 

11ω11 
(6.2) 

假设超平面(矶的能将训练样本正确分类，即对于(酌， Yi) ε D ， 若 Yi = 
若起平面(四" b') 肯E将 +1 则有 wTx 十 b > 0: 若 ν 1，则有 ωTXi + b < o. 令
训练样本正确分类1 则总 , T'o".J n llA.I <lV1., I V _,.,..- v , 也

存在缩放交换 çw 叶四/

和 çb 叶 b' 使式(6.3)成立 (内 + b ~ + 1, Yi = + 1 ; 

WTXi + b ~三一 1 ， 切= -1. 
(6.3) 

如图 6.2 所示，距离超平面最近的这几个训练样本点使式(6.3)的等号成立，

J;样本叫一个特 它们被称为"支持向量" (s刑ort vector)，两个异类支持向量到超平面的距离

之和为

"(=一→­

Ilwll' 
(6 .4) 

它被称为"间隔" (margin). 

X2 

。

fTZJ 飞J ，飞二南
++走;习 '/~ω川=0

+ +/ 7 斗""-- ...T _ , L 飞
+ +，，0'/θ__.w;.c-r u=- .l 

/② 

Xl 

图 6.2 支持向量与间隔

欲找到具有"最大|闯陆" (maximum margin)的划分超平面，也就是要找

到能满足式(6.3)中约束的参数 w 和 b， 使得 γ 最大，即

2 
x 一一 (6.5) 

凹~b- 11ω11 

s.t. Yi(wTxi 十 b) ~ 1, i 工 1 ， 2 ，...， m.
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间隔貌似仅与四有关，
但事实上 b 通过约未晦式
地影响着凹的取值，进而

对间隔产生影响

显然?为了最大化问隔7 仅需最大化 11叫1- 1 ，这等价于最小化 11ω11 2 . 于是，

式(6.的可重写为

对偶问题6.2 

ω
 

1-2 
(6.6) 日11丑

四 ， b

i = 1,2,..., m. 

这就是支持向量机(Support Vector Machine，简称 SVM)的基本型.

S.t. Yi(ωTæi 十 b) 注 1 ，

6.2 对偶问题

我们希望求解式(6.6)来得到大间隔划分超平面所对应的模型

(6.7) 

其中 ω 和 b 是模型参数.注意到式(6.6)本身是一丁个凸二次规划(convex

quadratic programming) 问题?能直接用现成的优化计算包求解，但我们可

以有更高效的办法.

f(æ) = ωTæ 十 b ，

对式(6.6)使用拉格朗日乘子法可得到其"对偶问题" (dual problem). 具

体来说，对式(6.6) 的每条约束添加拉格朗日乘子问~ 0，则该问题的拉格朗日

函数可写为

参几附录 B.1

(6.8) L(叫α) 斗 11四 11 2 +艺创 (1 机(ωT吼叫)) , 

(6.9) 

(6.10) 

其中 α=(α1; 的，... ， αm). 令 L(切 ， b ， α) 对 ω 和 b 的偏导为零可得

ω=汇 α仙æi , 

0=汇αiYi

将式(6.9)代人(6.8)，即可将 L(w ， b ， α) 中的 ω 和 b 消去?再考虑式(6.10)的约

束，就得到式(6.6)的对偶问题

) -t4 4·i 

-
tu ( 立α4 一;汇艺叫4时23max 

α 
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参见附录 B.1

如[Vapnik ， 1999] 所述，
支持向量机这个名字强调
了此类学习器的关键是如

何从支持向量构是出解;
同时也暗示着其复杂度主
妥与支持向量的数民有关

二次规划参见附录 B.2.

第 6 章支持向量机

S.t. LαiYi = 0 , 
i=l 

αi :;主。， i = 1 ， 2尸 ..， m.

解出 α 后，求出 ω 与 b 即叮得到模型

f(x) = wTx 十 b

=汇α舶xrx + b , (6.12) 

从对偶问题(6.11)解出的问是式(6.8)中的拉格朗日乘子，它恰对应着训

练样本 (Xi ， Yi). 注意到式(6.6)中有不等式约束?因此上述过程需满足 KKT

(Karush-Kuhn-Tucker) 条件?即要求

(> O
υd(叫)-1~0;

αi (Yd(Xi) - 1) = 0 .. 

(6.13) 

于是?对任意训练样本(酌， Yi) ， 总有问 =0 或 yd(Xi) = 1.若向工 0，则该样

本将不会在式(6.12) 的求和中出现，也就不会对 f(x) 有任何影响;若问> 0, 

则必有执f(Xi) = 1，所对应的样本点位于最大间隔边界上，是一个支持向量.
这显示出支持向量机的一个重要性质:训练完成后?大部分的训练样本都不需

保留，最终模型仅与支持向量有关

那么?如何求解式(6.11) 呢?不难发现j这是一个三次规划问题?可使用通

用的二次规划算法来求解;然而?该问题的规模正比于训练样本数7 这会在实际

任务中造成很大的开销.为了避开这个障碍，人们通过利用问题本身的特性，提

出了很多高效算法， SMO (Sequential Minimal Optimization) 是其中一个著名

的代表 [Platt ， 1998]. 

SMO 的基本思路是先固定向之外的所有参数，然后求向上的极值.由于

存在约束艺汇1 叫ντ 工 0，若固定向之外的其他变量?则 αz 可由其他变量导出.

于是， SMO 每次选择两个变量问和町，并固定其他参数.这样，在参数初始化

后， SMO 不断执行如下两个步骤直至收敛:

·选取一对需更新的变量向和 αj;
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·固定向和 α3 以外的参数，求解式(6.11)获得更新后的叫和 αJ.

注意到只需选取的问丰IJα3 中有一个不满足 KKT 条件(6.13) ，目标函数就

会在选代后减小 [Osuna et al., 1997]. 直观来看， KKT 条件违背的程度越大?则

变量更新后可能导致的目标函数值减幅越大.于是， SMO 先选取违背 KKT 条

件程度最大的变量.第二个变量应选择一个使目标函数值减小最快的变量，但

由于比较各变量所对应的目标函数值减幅的复杂度过高，因此 SMO 采用了一

个启发式:使选取的两变量所对应样本之间的问隔最大. 种直观的解释是，这

样的两个变量有很大的差别，与对两个相似的变量进行更新相比，对它们进行

更新会带给目标函数值更大的变化.

SMO 算法之所以高效，恰由于在固定其他参数后7 仅优化两个参数的过程

能做到非常高效.具体来说，仅考虑向和叫时，式(6.11) 中的约束可重写为

α仙 +α1的= C ， αi :? 0 ， αj :? 0 , (6.14) 

其中
"uo 

α
 艺

阳
(6.15) 

是使汇 αiYi = 0 成立的常数用

αz饥 +αjYj = C (6.16) 

消去式(6.11)中的变量町，则得到一个关于肉的单变量二次规划问题，仅有的

约束是向注 o. 不难发现?这样的二次规划问题具有闭式解，于是不必调用数值

优化算法即可高效地计算出豆新后的向和 α:j.

如何确定偏移项 b 呢?注意到对任意支持向量 (Xs ， Ys) 都有 YsJ(Xs ) = 1, 

~p 

u(pdz 十 b) = 1 (6.17) 

其中 S = {i Iαi > 0, i = 1 ， 2，… ， m} 为所有支持向量的F标集.理论上，可选

取任意支持向量并通过求解式(6.17)获得 b， 但现实任务中常采用一种更鲁棒的

做法:使用所有支持向量求解的平均值

b 二句(的一 zwz2738) (6.18) 
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6.3 核函数

在本章前面的讨论中，我们假设训练样本是线性可分的，即存在一个划分

超平面能将训练样本正确分类.然而在现实任务中?原始样本空间内也许并不

存在一个能正确划分两类样本的超平面例如图 6.3 中的"异或" 问题就不是

线性可分的

2 叶 cþ(X)

>

图 6.3 异或问题与非线i性映射

参见第 12 幸

对这样的问题3 可将样本从原始空间映射到-个更高维的特征空间，使得

样本在这个特征空间内线性可分. 例如在图 6.3 中 3 若将原始的二维空间映射

到一个合适的三维空间，就能找到一个合适的划分超平面. 幸运的是，如果原始

空间是有限维， 即属性数有限?那么一定存在一个高维特征空间使样本可分

令 cþ(x) 表示将 z 映射后的特征向量，于是， 在特征空间中划分超平面所对

应的模型可表示为

f(x) = ωTcþ(X) + b , 

其中 ω 和 b是模型参数.类似式(6 .时，有

(6.19) 

m山~ 11ω 1 1 2 (6 .20) 
咀).0 '" 

S.t. Yi (ωTcþ(Xi) + b) 注 1 ， í =1 ， 2 ， .. .， η~. 

其对偶问题是

nhv Z A
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这称为"核技巧" (ker­

nel trick). 
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s.t. L O'.iYi = 0 , 
也=1

αi ;;;:: 0 , i = 1, 2,..., m . 

求解式(6.21)涉及到计算 cþ(Xi)Tcþ(Xj) ， 这是样本 Xi 与 Xj 映射到特征空间

之后的内积.由于特征空间维数可能很高，甚至可能是无穷维，因此直接计算

CÞ(Xi)TCÞ(Xj) 通常是困难的.为了避开这个障碍，可以设想这样一个函数:

κ(Xi ， Xj) = (功(Xi) ， cþ(Xj)) = cþ(Xi)Tcþ(Xj) , (6.22) 

即 Xi 与 Xj 在特征空间的内积等于它们在原始样本空间中通过函数 κ(. ， .)计算

的结果.有了这样的函数，我们就不必直接去计算高维甚至无穷维特征空间中

的内积，于是式(6.21)可重写为

IITLg-j 艺汇叫

s.t 艺创'i = 0 , 
i=l 

αi ;;;:: 0 , i = 1, 2,… ,m. 

求解后即可得到

f(x) = ωTcþ(X) + b 

=艺α仰(Xi?功(X) + b 
i=l 

=汇α仰(X ， Xi) 十 b (6.24) 

这里的函数 κ(. ， .)就是"核函数" (kernel functio丑).式(6.24) 显示出模型最

优解可通过训练样本的核函数展开，这一展式亦称"支持向量展式"(support

vector expansion). 

显然，若己知合适映射 cþ(.) 的具体形式，则可写出核函数 κ(. ， .).但在现实

任务中我们通常不知道 cþ(.) 是什么形式，那么，合适的核函数是否一定存在呢?

什么样的函数能做核函数呢?我们有下面的定理:
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证明可参阅 [Schölkopf
and Smola , 2002] 

这方面有一些基本的经
验，例如对文本数据通常
采用线性核，情况不明时
可先尝试高斯核

d = 1 时退化为线性核.

高斯核亦称 RBF核

第 6 章支持向量机

定理 6.1 (核函数) 令 X 为输入空间?κ(.γ) 是定义在 XxX 上的对称

函数，则 κ 是核函数当且仅当对于任意数据 D = {X1 ， 町， ...Jm}，"核矩

阵" (kernel matrix) K 总是半正定的:

κ(X1 ， X1) κ(X1 ， Xj) κ(X1' X m ) 

K= Iκ(酌 ， X1) κ(Xi ， Xj) κ(Xi ， X m ) 

κ(Xm ， X1) κ(Xm ， Xj) κ(Xm ， Xm) 

定理 6.1 表明，只要一个对称函数所对应的核矩阵半正定，它就能作为核

函数使用.事实上，对于一个半正定核矩阵，总能找到一个与之对应的映射

cþ. 换言之，任何一个核函数都隐式地定义了一个称为"再生核希尔伯特空

间" (Reproducing Kernel Hilbert Space，简称 RKHS)的特征空间.

通过前面的讨论可知，我们希望样本在特征空间内线性可分，因此特征空

间的好坏对支持向量机的性能至关重要.需注意的是，在不知道特征映射的形

式时，我们并不知道什么样的核函数是合适的，而核函数也仅是隐式地走义了

这个特征空间.于是，"核函数选择"成为支持向量机的最大变数.若核函数

选择不合适，则意味着将样本映射到了一个不合适的特征空间，很可能导致性

能不佳.

表 6.1 列出了几种常用的核函数.

名称

线性核

多项式核

高斯核

表达式

表 6.1 常用核函数

参数

κ(Xi ， Xj) = x 'f Xj 

κ(X川 Xj) = (x 'f Xj)d d~注 1 为多项式的次数

σ>0 为高斯核的带宽(width)

σ>0 拉普拉斯核

Sigmoid 核

κ(Xi ， Xj) = exp (皿34)
κ(Xi ， Xj) = exp (- ~子ill)
κ(X毡 ， Xj) = tanh(βx'fXj 十 B) tanh 为双曲正切函数， β> 0, B < 0 

此外，还可通过函数组合得到7 例如:

·若 κ1 和 κ2 为核函数，则对于任意正数 γ1、咽，其线性组合

γ1κ1+γ2κ2 (6.25) 
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也是核函数;

· 若 κ1 和 κ2 为核函数，则核函数的直积

κ1 0 κ2(X， Z) = κl (X ， z )κ2(X， z ) (6.26) 

也是核函数;

· 若 κl 为核函数，则对于任意函数 g(叫，

κ(x ， z) = g(x)κ1(♂ ， z)g(z ) (6.27) 

也是核函数.

6.4 软间隔与正则化

在前面的讨论中，我们牛 '直假定训练样本在样本空间或特征空间中是线性

可分的?即存在 d个超平面能将不同类的样本完全划分开. 然而，在现实任务

中往往很难确定合适的核函数使得训练样本在特征空间中线性可分;退一步说，

即使恰好找到了某个核函数使训练集在特征空间中线性可分?也很难断定这个

貌似线性可分的结果不是由于过拟合所造成的.

缓解该问题的一个办法是允许支持向量机在一些样本上出错.为此，要引

入"软间隔" (80ft margin)的概念， 如图 6.4所示

X 2 

。 Xl 

图 6.4 软问隔示意图 . 红色圈出了一些不满足约束的样本.

具体来说， 前面介绍的支持向量机形式是要求所有样本均满足约束(6.3) ，

即所有样本都必须划分i丘确，这称为"硬间隔" (hard margin)，而软间隔则是
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对率损失是对率函数的

变形，对率函数参见 3.3
节

对率损失函数通常表示

为 RZog(')' 因此式(6.33)祀
式(3.15)中的 In(.) 改写为

log(.) 

第 6 章支持向量机

允许某些样本不满足约束

切(ωTXi + b) 注 1 (6.28) 

当然，在最大化间隔的同时，不满足约束的样本应尽可能少.于是，优化目标可

写为

号?j!|ω|!2+CEE州州TXi 十 b) -1) , (6.29) 

其中 C>O 是二个常数， .eO/ 1 是 "0/1损失函数"

11. if Z < 0: eO/1(Z) = ~ , 

10, otherwise. 
(6.30) 

显然，当 C 为无穷大时，式(6.29)迫使所有样本均满足约束(6.28)，于是

式(6.29)等价于(6.6); 当 C 取有限值时，式(6.29)允许一些样本不满足约束.

然而， eO/ 1 非凸、非连续，数学性质不太好，使得式(6.29)不易直接求解.于

是，人们通常用其他一些函数来代替 eO/1 ， 称为"替代损失" (surrogate 10ss). 

替代损失函数一般具有较好的数学性质，如它们通常是凸的连续函数且是 eO/1
的上界.图 6.5 给出了三种常用的替代损失函数:

hinge 损失: ehinge(Z) = max(O , 1 - z) ; 

指数损失(exponentia110ss): eexp(z) = exp( -z) ; 

对率损失(10gistic 10ss): e1og(z) = 10g(1 + exp( -z)) . 

若采用 hinge 损失，则式(6.29)变成

(6.31) 

(6.32) 

(6.33) 

ZT;||ω11 2 +C汇max(0， 1-yi(WTXi+b)). (6.34) 

引入"松弛变量" (s1ack variab1es) Çi ~ 0，可将式(6.34)重写为

mm 
W ,b,Çí 

j||叫2+C乞 (6.35) 
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三种常见的替代损失函数: hi日ge损失、指数损失、对率损失图 6.5

S.t. Yi(ωTXi 十 b) 3 1 - Çi 

Çi ;主 0 ， i = 1, 2,… ,m. 

这就是常用的"软间隔支持向量机"

显然，式(6.35)中每个样本都有一个对应的松弛变量， 用以表征该样本不满

足约束(6.28)的程度.但是，与式(6.6)相似，这仍是一个二次规划问题于是?类

似式(6.8)，通过拉格朗日乘子法可得到式(6.35)的拉格朗日函数

L川叫μ) =j ||ω 1 1 2 十 C艺&

(6.36) +艺αi (1 一 ι -yi(ωTXi + b)) - Lμ品，

其中 αz 注 。?μi 3 0 是拉格朗日乘子.

令 L(ω少， α，已μ) 对 w， b， 白的偏导为零可得

ω = 艺创YiXi , (6.37) 

(6.38) 

(6.39) 

0 = 艺α仙，

c = αi +μt . 
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将式(6.37)-(6.39)代入式(6.36)即可得到式(6.35)的对偶问题

lllax 
a 艺创;艺艺叫z旷23

s.t. Lα伽 =0

O~αi ~二 C ， i = 1,2,… ,m. 

第 6 章 支持向量机

(6.40) 

将式(6.40)与程问阳下的对偶问题(6.11)对比可看出，两者唯一的差别就在

于对偶变量的约束不同:前者是 O 运向 ~C， 后者是 0 运 α，.于是，可采用 6.2

节中同样的算法求解式(6.40); 在寻|入核函数后能得到与式(6.24) 同样的支持向

量展式.

类似式(6.13)，对软间隔支持向量机， KKT 条件要求

αi ~ 0 , μ4 二~O ，

统f(叫) -1 + Çi ~ 0 , 
(6.41) 

ατ (yd (Xi) - 1 + Çi) = 0 , 

Çi ~ 0 吨 μiÇi = 0 . 

于是，对任意训练样本(酌，约)，总有问 =0 或饥f(Xi) = 1 一 ι 若 αi = 0，则

该样本不会对 f(x) 有任何影响;若问> 0，则必有 yd(Xi) = 1 一 ι 即该样本

是支持向量:由式(6.39) 可知，若 αi < C，则问> 0，进而有 Çi = 0，即该样本
恰在最大间隔边界上;若 αi = C，则有 μi = 0，此时若 Çi ~ 1 则该样本落在最

大问隔内部，若 Çi > 1 则该样本被错误分类.由此可看出?软间隔支持向量机的
最终模型仅与支持向量有关，即通过采用 hinge 损失函数仍保持了稀疏性.

那么?能否对式(6.29)使用其他的替代损失函数呢?

可以发现，如果使用对率损失函数 C10g 来替代式(6.29) 中的。/1 损失函数，

则儿乎就得到了对率回归模型(3.27). 实际上?支持向量机与对率回归的优化

目标相近，通常情形 F它们的性能也相当.对率回归的优势主要在于其输出具

有自然的概率意义?即在给出预测标记的同时也给出了概率，而支持向量机的

输出不具有概率意义，欲得到概率输出需进行特殊处理 [Platt ， 2000]; 此外，对

率回归能直接用于多分类任务，支持向量机为此则需进行推广[Hsu and Li丑，

2002]. 另一方面，从图 6.5 可看出， hinge 损失有一块"平坦"的零区域，这使
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正则化可理解为一种

"罚函数法"即对不希
望得到的结采施以惩罚，
从而使得优化过程趋向于

希望目标.从贝叶斯估计
的角度来看!正则化项可
认为是提供了模型的先验

概率

参见 1 1. 4 节

133 

得支持向量机的解具有稀疏性，而对率损失是光滑的单调递减函数，不能导出

类似支持向量的概念?因此对率回归的解依赖于更多的训练、样本7 其预测开销

更大.

我们还可以把式(6.29)中的 0/1 损失函数换成别的替代损失函数以得到

其他学习模型，这些模型的性质与所用的替代函数直接相关，但它们具有一

个共性:优化目标中的第一项用来描述划分超平面的"间隔"大小，另一项

汇:1 C(f (xi) , Yi) 用来表述训练集上的误差，可写为更一般的形式

I平。(f) + C "L C(f (Xi)'Y (6.42) 

其中。(f) 称为"结构风险" (structural risk) ，用于描述模型 f 的某些性质;第

二项2::::1 C(f (Xi) , Yi) 称为"经验风险" (empirical risk) ，用于描述模型与训练

数据的契合程度;C用于对二者进行折中.从经验风险最小化的角度来看， O(f)

表述了我们希望获得具有何种性质的模型(例如希望获得复杂度较小的模型) , 

这为引入领域知识和用户意图提供了途径;另一方面，该信息有助于削减假设

空间 7 从而降低了最小化训练误差的过拟合风险.从这个角度来说，式(6.42)称

为"正则化" (regularization) 问题， O(f) 称为正则化项， C 则称为正则化常数.

Lp 泡数 (norm) 是常用的正则化项?其中 L2 范数 11ω112 倾向于 ω 的分量取值

尽量均衡，即非零分量个数尽量稠密?而 Lo 范数 Ilwllo 和 L1 范数|阳 111 则倾向

于 ω 的分量尽量稀疏j 即非苓分量个数尽量少.

6.5 支持向量回归

现在我们来考虑回归问题.给定训练样本 D = {(X l, Y1) , (町，但) ,…? 

(Xm, Ym)} , Yi E lR，希望学得一个形如式(6.7)的回归模型，使得 f(x) 与 u 尽口J

能接近， ω 和 b 是待确定的模型参数.

对样本 (X ， 的，传统回归模型通常直接基于模型输出 f(x) 与真实输出 u 之

间的差别来计算损失，当且仅当 f(x) 与 u 完全相同时，损失才为零.与此不同，

支持向量回归(Support Vector Regression，简称 SVR)假设我们能容忍 f(x) 与

u 之间最多有 E 的偏差，即仅当 f(x) 与 u 之间的差别绝对值大于 E 时才计算损

失.如国 6.6 所示?这相当于以 f(x) 为中心?构建了一个宽度为杂的问隔带，若

训练样本落入此间隔带，则认为是被预测正确的.
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间隔带两侧的松弛程度

可有所不同

第 6 章 支持向量机

引

_-0 0 

。 x 

图 6.6 支持向量回归示意图.红色显示 出 ε-间隔带， 落入其中的样本不计算损失.

于是， SVR 问题可形式化为

tifj| |叫1 2 ← c艺尺 (f (xi) 一切) , (6.43) 

其中 C 为正则化常数， ι 是图 6.7 所示的←不敏感损失 (ε insensitive 10s8) 函数

I 0, if Izl ~ E ; 
ι(z) = < l Izl - E, otherwi8e 

引入松弛变量 ι 和 Çi，可将式(6.43)重写为

utLz j i|ω ||2+CE(52 +&) 

f!(z ) 

。 Z 

图 6.7 ←不敏感损失函数

if Izl 王三 E 

otherwise 

(6.44) 

(6.45) 
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S.t. f(Xi) 执::::; E+ Çi , 

切 - f(x;) ::::;ε+ι? 

&二~ 0, Çi 注 0 ， i = 1, 2,… ,m. 

支持向量回归6.5 

类似式(6.36)，通过引入拉格朗日乘子 μ i ~ 0，向注 0， αi ~ 0，向~ 0，由拉

格朗日乘子法可得到式(6.45)的拉格朗日函数

L(ω， b ， α，民 e ， e ， μ， β)

《

ι
u

《
仆
问

mZM 
ι
u
 

向
m
Y与
国

十
m
Z
凶

C 
十ω

 

(6.46) 十三二 αi (f (x;) νi - E - Çi) 十三二句 (Yi - f (Xi) - E 一 ~i)

将式(6.7)代入，再令 L(ω， b ， α ， â ， e ， e ， μ.β) 对 ω ， b, Çi 和&的偏导为零可得

(6 .47) 

(6.48) 

ω 工艺(δz 一 αi)Xi

0= 2二(向一向) , 

(6.49) c= αi+μ~ , 

(6.50) c= 句 + iii . 

将式(6.47)-(6.50)代入式(6.46)，即可得到 SVR 的对偶问题

LYi(向一问)干 E(âi 十向) (6.51 ) 

izz仙一句)(âj 一 αj帅j

MA mhM 

汇(δzαi) = 0 , S.t. 

。 三二 αi ， âi ~二 c. 

上述过程中需满足 KKT 条件，即要求
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落在 ε-间隔带中的样本

都满足。i = 0 且句 =0

αi (f(Xi) 一切- f_ - Çi) 工 0 ，

向 (Yi - f(Xi) - f_一 ι) = 0 , 

ατ&i = 0 , ÇiÇi = 0 , 

(0 -αi)Çi = 0 , (0 - &i)ι=0. 

第 6 章支持向量机

(6.52) 

可以看出，当且仪当 f(Xi) 一切-f_一 Çi = 0 时向能取非主要值，当且仅当
Yi - f(Xi) - f_一 Çi = 0 时句能取非零值.换言之7 仅当样本 (Xi ， Yi) 不落入f_-间

隔带中?相应的向和向才能取非零值.此外，约束 f(Xi) - Yi - f 一 ι=0 和

执一 f(Xi) - E 一&二。不能同时成立，国i比肉和向中至少有一个为零.

将式(6.47)代入(6.7) ，则 8VR 的解形如

f(x) = 2)向一句)X;X 十 b (6.53) 

能使式(6.53) 中的(向一句)乒 0 的样本即为 8VR 的支持向量，它们必落在

←间隔带之外.显然， 8VR 的支持向量仅是训练样本的一部分，即其解仍具有稀

疏性

由 KKT 条件(6.52) 可看出，对每个样本 (Xi ， Yi) 都有 (0 一句)Çi 二 0 且

αi (f (Xi) - Yi - f - Çi) = O. f足，在得到 αz 后，若 0<αi < 0，则必有&二 0 ，

进而有

b= 切 +ε-2)向一问)X;X (6.54) 
i=l 

因此，在求解式(6.51)得到向后，理论上来说，可任意边取满足。<向 <0 的样

本通过式(6.54)求得 b. 实践中常采用→种更鲁棒的办法:选取多个(或所有)满

足条件。<向 <0 的样本求解 b 后取平均值.

若考虑、特征映射形式(6.19)，则相应的，式(6.47)将形如

ω 工艺(δz 一 αi)cþ(Xi) (6.55) 

将式(6.55)代入(6.19) ，则 8VR 可表示为
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证明参阅 [Schölkopf and 
Smola , 2002]，其中周到了
关于实对称矩阵iE.定，性元

要条件的 Mercer 定理.

线性在1J1íIJ分析几 3.4节.
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f(x) = 艺(向向)κ(x ， Xi) 刊， (6.56) 
i=1 

其中 κ(酌，的) = cþ(Xi)T<þ(Xj) 为核函数.

6.6 核方法

回顾式(6.24)和 (6.56)可发现，给定训练样本 {(X1' Yl) , (X2 , Y2) ,… 7 

(Xm ， Ym)} ， 若不考虑偏移项 b， 则兀论 SVM 还是 SVR，学得的模型总能表

示成核函数 κ忡， Xi) 的线性组合.不仅如此?事实上我们有下面这个称为"表

示定理" (representer theorem)的更一般的结论.

定理 6.2 (表示定理)令日为核函数 κ 对应的再生核希尔伯特空间， llhll lliI

表示 E 空间中关于 h 的范数，对于任意单调递增函数。 : [0，∞l 叶 R 和任意非

负损失函数 R : ]Rm •-7 [0，∞]，优化问题

2fE F(h)=Q(||hlE) 十 R(h(Xl) ， h(的)，...， h(xm)) (6.57) 

的解总可写为

h*(x) = 汇 α严(X ， Xi) (6.58) 

表示应理对损失函数没有限制，对正则化工页 Q 仅要求单调递增，甚至不要

求 Q 是凸函数7 意味着对于 般的损失函数和正则化项，优化问题(6.57)的最优

解 h*(x) 都可表示为核函数 κ(X ， Xi) 的线性组合;这显示出核函数的巨大威力.

人们发展出一系列基于核函数的学习方法，统称为"核方法" (kernel 

methods). 最常见的，是通过"核化" (即引入核函数)来将线性学习器拓展为

非线性学习器.下面我们以线性判别分析为例来演示如何通过核化来对其进

行非线性拓展7 从而得副"核线性判别分析" (Kernelized Linear Discriminant 

Analysis，简称 KLDA).

我们先假设可通过某种映射功 :X 叶 F 将样本映射到一个特征空间lF，然

后在 F 中执行线性判别分析7 以求得

h(x) = ωT伊(X) . (6.59) 
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类似于式(3.35) ， KLDA 的学习目标是

n..Tc中 n..

maxJ(ω)= 立三俨 (6.60) 
~ W~ ;:，WW 

其中 sf 和 st 分别为训练样本在特征空间 F 中的类问散度矩阵和类内散

度矩阵.令 Xi 表示第 4 巳 {O ， l} 类样本的集合，其样本数为 mi; 总样本数

m =mO+m1' 第 i 类样本在特征空间 F 中的均值为

两个散度矩阵分别为

μ，4= 丰汇L <Þ圳仰(阳z
zεX元$ 

st = (μt - p，t)(μfd)T; 

s巳 = L L (<þ(x) - p,f)( <þ(x) - p,f)T 
i=O æEXi 

(6.61) 

(6.62) 

(6.63) 

通常我们难以知道映射￠的具体形式，因此使用核函数 κ忡，向) = 
<þ (xi)T功(x) 来隐式地表达这个映射和特征空间lF.把 J(ω) 作为式(6.57) 中

的损失函数 f， 再令。三 0，由表示定理，函数 h(x) 可写为

h(x) 二汇α州(x ， Xi) , (6.64) 

于是由式(6.59)可得

ω=汇α冲(xi) (6.65) 

令 Kε ]Rmxm 为核函数 κ 所对应的核矩阵， (KM=κ(Xi ， Xj). 令 1i E 

{1，o}mXl 为第 4 类样本的指示向量，即 1i 的第 j 个分量为 1 当且仅当的 ε Xí ，

否则 1i 的第 j 个分量为 O. 再令

βOILK107 
mo 

β1= 工K11 ，
m1 

M= (β0- 111) (β。

(6.66) 

(6.67) 

β1) T , (6.68) 
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求解方法参见 3.4 节-

线性核 SVM 迄今仍是
文本分类的首选技术.一

个重要原因可能是若将

每个单词作为文本数据的
一个属性，则该属性空间
维数很高，冗余度很大，其
描述能力足以将不同文档

"打散" 关于打散，参见
12.4节

川是样本个数

N=KKT- L:m品β7

于是，式(6.60)等价为

，、T、Jf ι

IITEJ(α)= 孟运
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(6.69) 

(6.70) 

显然，使用线性判别分析求解方法即可得到 α? 进而可由式(6.64)得到投影

函数 h(x).

6.7 阅读材料

支持向量机于 1995 年正式友表 [Cortes and Vapnik, 1995]，由于在文本分

类任务中显示出卓越性能 [Joachims ， 1998] ，很快成为机器学习的主流技术，并

直接掀起了"统计学习;， (statistical learning)在 2000 年前后的高潮.但实际

上，支持向量的概念早在二十世纪六十年代就己出现，统计学习理论在七十年

代就己成型.对核函数的研究更早， Mercer 定理 [Cristianini and Shawe-Tay lor, 

2000] 可追溯到 1909 竿， RKHS 则在四十年代就已被研究?但在统计学习兴起

后，核技巧才真正成为机器学习的通用基本技术.关于支持向最机和核方法有

很多专门书籍和介绍性文章 [Cristianini and Shawe-Taylor, 2000; Burges, 1998; 

邓乃扬与田英杰， 2009; Schölkopf et al., 1999; Schölkopf and Smola, 2002]，统

计学习理论则可参阅 [Vapnik ， 1995 , 1998, 1999]. 

支持向量机的求解通常是借助于凸优化技术 [Boyd and 飞Tandenberghe ，

2004]. 如何提高效率，使 SVM 能适用于大规模数据…直是研究重点.对线性核

SVM 巳有很多成果，例如基于割平面法(cutting plane algorithm) 的 SVMperf

具有线性复杂度[Joachims ， 2006]，基于随机梯度下降的 Pegasos 速度甚至更

快 [Shalev-Shwartz et al., 201月，而坐标下降法则在稀疏数据上有很高的效率

[Hsieh et al., 2008] 非线性核 SVM 的时间复杂度在理论上不可能低于 O(m2 ) ，

因此研究重点是设计快速近似算法?如基于来样的 CVM [Tsang et al., 2006] 、

基于低秩逼近的 Nystr凸m 力?去 [Williams and Seeger, 2001]、基于随机傅里叶

特征的方法 [Rahimi and Recl尬， 2007]等.最近有研究显示?当核矩|等特征值有

很大差别时， N:)响而m 方沾往往优于随机傅里叶特征方法 [Yang et al., 2012]. 

支持向量机是针对工分类任务设计的，对多分类任务要进行专门的推广

[Hsu and Lin, 2002]，对带结构输出的任务也已有相应的算法 [Tsochantaridis
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et al. , 2005]. 支持向重回归的研究始于 [Drucker et a1., 1997] , [Smola and 

Schölkopf, 2004] 给出了-个较为全面的介绍.

核函数直接决定了支持向量机与核方法的最终性能?但j毒'陆的是，核函数

的选择是一个未决问题.多核学习(皿u吐I扰lti创iple kern冗叫ellea缸，rn、1羽划n时1让ÍI丑19) 使用多个核函数并

j通通过学习获得其最优凸组合作为最终的核函数[怀Lanck王ωE

a乱1.， 2004]，这实际上是在借助集成学习机制.

替代损失函数在机器学习中被广泛使用.但是，通过求解替代损失

函数得到的是否仍是原问题的解?这在理论上称为替代损失的"一致

性" (consistency) 问题. [Vapnik and Chervonenkis, 1991] 给出了基于替代损

失进行经验风险最小化的一致性充要条件， [Zha吨， 2004] 证明了儿种常见凸替

代损失函数的一致性.

SVM 己有很多软件包?比较著名的有 LIBSVM [Chang and Lin, 2011] 和

LIBLINEAR [Fan et a1., 2008] 等.
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习题

LlBSVM 见 http://www

csie. ntu.edu. tw / ~cjlin/libsvmj 

西瓜数据集 3.0α 见 p.89
的表 4.5.

UCI 数据集见
http://archive.i臼.uci.edujml/

6.1 试证明样本空间中任意点 z 到超平面(矶的的距离为式(6.2)

6.2 试使用 LIBSVM，在西瓜数据集 3.0α 上分别用线性核和高斯核训练

6.3 

一个 SVM，并比较其支持向量的差别.

选择两个 UCI 数据集，分别用线性核和高斯核训练一个 SVM，并与

BP 神经网络和 C4.5 决策树进行实验比较.

6.4 试讨论线性判别分析与线性核支持向量机在何种条件 F等价.

6.5 试述高斯核 SVM 与 RBF 神经网络之间的联系

6.6 试析 SVM 对噪声敏感的原因.

6.7 试给出式(6.52)的完整 KKT 条件.

6.8 以西瓜数据集 3.0α 的"密度"为输入"含糖率"为输出，试使用

LIBSVM 训练一个 SVR.

6.9 试使用核技巧推广对率回归?产生"核对率回归"

6.10* 试设计一个能显著减少 SVM 中支持向量的数目而不显著降低泛化性

能的方法.
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休息一会儿

SVM 的确与神经网络有
密切联系;若将隐层神经

元数设置为训练样本数，

且每个训练样本对应一

个神经元中心，则以高斯
径向基函数为激活函数的

RBF 网络(参见 5.5.1 节)恰
与高斯核 SVM 的预测函
数相同，

休息一会儿

小故事:统计学习理论之父弗拉基米尔·瓦普尼克

弗拉基米尔·瓦普尼克 (Vladimir N. Vapnik, 1936一 )

是杰出的数学家、统计学家、计算机科学家. 他出生于苏

联， 1958 年在乌兹别克国立大学获数学硕士学位， 1964 年

在莫斯科控制科学学院获统计学博士学位，此后一直在该校

工作并担任计算机系主任. 1990 年(苏联解体的前一年)他
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离开苏联来到新泽西州的美国电话电报公司贝尔实验室工作， 1995 年发表了

最初的 SVM 文章.当时神经网络正当红?因此这篇文章被权威期刊 Machine

Learning 要求以"支持向量网络"的名义发表.

实际上，瓦普尼克在 1963 年就已提出了支持向量的概念， 1968 年他与另

一位苏联数学家 A. Chervonenkis 提出了 以他们两人的姓氏命名的 "VC 维"

1974 年又提出了结构风险最小化原则，使得统计学习理论在二十世纪七十年代

就已成型.但这些工作主要是以俄文发表的，直到瓦普尼克随着东欧剧变和苏

联解体导致的苏联科学家移民潮来到美国，这方面的研究才在西方学术界引起

重视，统计学习理论、支持向量机、核方法在二十世纪末大红大紫.

瓦普尼克 2002 年离开美国电话电报公司加入普林斯顿的 NEC 实验室，

2014 年加盟脸书 (Facebook)公司人工智能实验室. 1995 年之后他还在伦敦大

学、哥伦比亚大学等校任教授.据说瓦普尼克在苏联根据一本字典自学了英语

及其发音.他有一句名言被广为传诵 : "N othing is mo陀 practical than α good 

theory." 
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7.1 贝叶斯决策论

贝叶斯决策论(Bayesian decision theory)是概率框架下实施决策的基本方

法.对分类任务来说?在所有相关概率都己知的理想情形r，贝叶斯决策论考虑

如何基于这些概率和误判损失来选择最优的类别标记.下面我们以多分类任务

为例来解释其基本原理.

假设有 N 种可能的类剔标记，即 y = {Cl ， C2 ，… ， CN} ， λij 是将一个真实

标记为 Cj 的样本误分类为 q 所产生的损失.基于后验概率 P(Ci I æ) 可获得将
样本 2 分类为 q 所产生的期望损失(expected loss) ，即在样本 z 上的"条件风

决策论中将"期望损 险" (conditional risk) 
'称为"风险" (risk) 

N 

R(Ci I æ) =汇入ijP(Cj I æ) (7.1) 

我们的任务是寻找一个判定准则 h:X 忡 y 以最小化总体风险

R (h) = lEa: [ R (h (æ) I æ)] . (7.2) 

显然?对每个样本宿，若 h 能最小化条件风险 R(h(æ) I 叫，则总体风险 R(h) 也

将被最小化.这就产生了贝叶斯判定准则(Bayes decision rule): 为最小化总体

风险，只需在每个样本上选择那个能使条件风险 R(c I æ) 最小的类别标记，即

扩(æ) = argminR(c I 叫，
cεy 

(7.3) 

此时，扩称为贝叶斯最优分类器(Bayes optimal classifier)，与之对应的总体风

险 R(h*) 称为贝叶斯风险(Bayes risk). 1 -.R(h*) 反映了分类器所能达到的最

好性能，即通过机器学习所能产生的模型精度的理论上限.

错误率对应于 0/1 损失 具体来说，若目标是最小化分类错误率?则误判损失 λij 可写为
函数，参见第 6 章
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注意，这只是从概率框

架的角度来理解机器学习;
事实丰很多机器学习技术

元须准确估计出后验概率
就能准确进行分类.

P(æ) 对所有类标记均

相同目

为便于讨论!我们假设
所有属性均为离-IIt型对
连续属性，可将概率质量
函数 P(.) 换成概率密度函
.数 p(.)

λ= J 0, if i = j ; 
21-IL otherwise, 

此时条件风险

R(c I æ) = 1- P(c I 叫，

于是，最小化分类错误率的贝叶斯最优分类器为

扩 (æ) = argmaxP(c I x) , 
cEY 
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(7.4) 

(7.5) 

(7.6) 

即对每个样本 x ， 选择能使后验概率 P(c I x) 最大的类别标记.

不难看出，欲使用贝叶斯判定准则来最小化决策风险，首先要获得后验概

率 P(c I x). 然而，在现实任务中这通常难以直接获得.从这个角度来看?机
器学习所要实现的是基于有限的训练样本集尽可能准确地估计出后验概率

P(c I æ). 大体来说，主要有两种策略:给定 x， 可通过直接建模 P(c I æ) 来
预测 c，这样得到的是"判别式模型" (discriminative models); 也可先对联合

概率分布 P忡， c) 建模，然后再由此获得 P(c I x) ， 这样得到的是"生成式模

型" (generative models) 显然，前面介绍的决策树、 BP 神经网络、支持向量

机等，都可归入判别式模型的市畴.对生成式模型来说，必然考虑

P(æ , c) 
P(c I æ) =一一一

P(æ) 

基于贝 nl 斯定理， P(clx)可写为

P (c) P(x I c) 
P(c I æ) = 

P(æ) 

(7.7) 

(7.8) 

其中 ， P(c) 是类"先验"(prior)概率; P(æ I c) 是样本 z 相对于类标记 c 的类

条件概率(cla胁conditional probability)，或称为"似然" (likelihood); P(æ) 是

用于归一化的"证据" (evidence)因子，对给定样本 æ，证据因子 P(æ) 与类标

记无关，因此估计 P(c I æ) 的问题就转化为如何基于训练数据 D 来估计先验

P(c) 和似然 P(æ I c). 

类先验概率 P(c) 表达了样本主R问中各类样本所占的比例?根据大数定律，

当训练集包含充足的独立同分布样本时， P(c) 可通过各类样本出现的频率来进

行估计.

对类条件概率 P(x I c) 来说?由于它涉及关于 m 所有属性的联合概率，直



7.2 极大似然估计

参见 7.3 节.

连续分布下为概率密度

函数 p(叫 c).

从二十世纪二三十年代

开始出现了频率主义学
派和只叶斯学派的争论，
至今仍在继续.两派在很
多重要问题上观点不同，
甚至在对概率的基本解
释上就有分歧，有兴趣的

读者可参阅 [Efron ， 2005; 

Saman吨。， 2010]

亦称"极大似然法"
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接根据样本出现的频率来估计将会遇到严重的困难.例如?假设样本的 d 个属

性都是二值的?则样本空间将有 2d 种可能的取值，在现实应用中，这个值往往

远大于训练样本数肌也就是说，很多样本取值在训练集中根本没有出现，直

接使用频率来估计 P(x I c) 显然不可行，因为"未被观测到"与"出现概率为
零"通常是不同的.

7.2 极大似然估计

估计类条件概率的一种常用策略是先假定其具有某种确定的概率分布形

式，再基于训练样本对概率分布的参数进行估计.具体地，记关于类别 c 的类条

件概率为 P(x I C) ， 假设 P(x I c) 具有确定的形式并且被参数向量。c 唯一确定，

则我们的任务就是利用训练集 D 估计参数 θc. 为明确起见'我们将 P叫(叫 C咛)记

为 P(阳xl呻θd

事实上?概率模型的训练过程就是参数估计(parameter estimation)过程.

对于参数估计，统计学界的两个学派分别提供了不同的解决方案:频率主义学

派(Frequentist)认为参数虽然未知，但却是客观存在的固定值，因此，可通过优

化似然函数等准则来确定参数值;贝叶斯学派(Bayesian)则认为参数是未观察

到的随机变量?其本身也可有分布，因此，可假定参数服从一个先验分布，然后

基于观测到的数据来计算参数的后验分布.本节介绍源自频率主义学派的极大

似然估计(Maximum Likelihood Estimation，简称 MLE)，这是根据数据采样来

估计概率分布参数的经典方法.

令 Dc 表示训练、集 D 中第 c类样本组成的集合，假设这些样本是独立同分

布的，则参数 θc 对于数据集 Dc 的似然是

P(Dc Iθc) = rr P(叫 θc)
E巳Dc

(7.9) 

对 Oc 进行极大似然估计?就是去寻找能最大化似然 P(Dc IOc) 的参数值 θc' 直

观上看7 极大似然估计是试图在 θc 所有可能的取值中，找到一个能使数据出现

的"可能性"最大的值.

式(7.9)中的连乘操作易造成下溢?通常使用对数似然(log-likelihood)

LL(θc) = log P(Dc I Oc) 

=艺 logP(x Iθc) , 
zεDc 

(7.10) 
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此时参数矶的极大似然估计 θc 为

N 为正态分布，参见附
录C.1.7

基于有限训练样本直接
估计联合概率，在计算上
斗争会遭遇纽合爆炸问题，
在数据上将会遭遇样本稀
疏问题，属性数越多，问题

越严重.

) 
C 

QU ( L L x a 
…
古

?4 a 
一
一

C 

PAV 

(7.11) 

例如，在连续属性情形下，假设概率密度函数 p(叫 c) rv N(!-"c , (1"~)，则参数
μc 和司的极大似然估计为

βc- 古主 x ，

02= 」-YW一比)(x βc)T 
IDcl 二百

(7.12) 

(7.13) 

也就是说7 通过极大似然法得到的正态分布均值就是样本均值7 方差就是

(x 一比)(x 一比)T 的均值，这显然是一个符合直觉的结果.在离散属性情形下?

也可通过类似的方式估计类条件概率.

需注意的是，这种参数化的方法虽能使类条件概率估计变得相对简单， {I'! 

估计结果的准确性严重依赖于所假设的概率分布形式是否符合潜在的真实数

据分布.在现实应用中，欲做出能较好地接近潜在真实分布的假设7 往往需在一

定程度上利用关于应用任务本身的经验知讽，否则若仅凭"猜测"来假设概率

分布形式，很可能产生误导性的结果.

7.3 朴素贝叶斯分类器

不难发现7 基于贝叶斯公式(7.8)来估计后验概率 P(c I x) 的主要用难在于:

类条件概率 P(x I c) 是所有属性上的联合概率，难以从有限的训练样本直接

估计而得.为避开这个障碍，朴素贝叶斯分类器(naÏve Bayes classifier)采用了

"属性条件独立性假设" (attribute conditional i时ependence assu'mption): 对

日知类别?假设所有属性相互独立.换言之，假设每个属性独立地对分类结果发

生影响.

基于属性条件独立性假设，式(7.8)可重写为

P(c)P(xlc)P(e)12『
P(c I x) 二 工一→川 P(Xi I c) , (7.14) 

P(z)PW)ff 
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Xi 实际上是一个"属
性刊直"对，例如"色
泽=青绿" 为便于讨论，
在上下文明确时，有时我

们用均表示第 4 个属性

对应的交量(如"色泽" ), 
有时直接用其指代 z 在第
也个属性上的取值(如"青

绿" ) 

其中 d 为属性数目，的为 2 在第 4 个属性上的取值.

由于对所有类别来说 P(x) 相同，因此基于式(7.6)的贝叶斯判定准则有

c z p d
H
凶

c p x a 
m
♂
 

FDU Ti a --3 
·
胁

'hM 

(7.15) 

这就是朴素贝叶斯分类器的表达式.

显然，朴素贝叶斯分类器的训练过程就是基于训练集 D 来估计类先验概率

P(c) ， 并为每个属性估计条件概率 P(Xi I C). 

令 Dc 表示训练集D 中第 c 类样本组成的集合，若有充足的独立同分布样

本?则可容易地估计出类先验概率

IDcl 
P(c) 二一→

IDI' 
(7.16) 

对离散属性而言，令 Dc.x， 表示 Dc 中在第 4 个属性上取值为 Xi 的样本组成的

集合，则条件概率 P(Xi I c) 可估计为

IDc ,Xil 
P(Xi I c) = IDcl 

(7.17) 

对连续属性可考虑概率密度函数，假定 P(Xi I c) '" N(μc，i ， a~.i)' 其中 μ叩和 (}~.i

分别是第 c类样本在第 4 个属性上取值的均值和方差，则有

( (Xi 一 μc，i)2 \ 
P(Xi I c) =~ exp I 一一丁了一~ I . (7.18) 

飞 Z霄σc.i \ ~σ~.i / 

下面我们用西瓜数据集 3.0 训练一个朴素贝叶斯分类器，对测试例"测
西瓜数据集 3.0 几 p.84 1" 进行分类:

表 4.3

编号 色泽根蒂

测 1 青结 蜷缩

敲声

浊日|句

纹理脐部触感 密度

清晰 凹陷 硬滑 0.697

含糖率 好瓜

0.460 ? 

首先估计类先验概率 P(c) ， 显然有

P(好瓜=是)=立勾 0.471
17 

P(好瓜=否)=;但 0.529
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注意，当样本数目足够

多时才能进行有意义的概
率估计本书仅是以西瓜

数据集 3.0 对估计过程做
一个简单的演示

第 7 章 贝叶斯分类器

然后，为每个属性估计条件概率 P(Xi 1 c): 

P青绿|是二 P(色泽=青绿 i 好瓜工是)=:=om

P青绿|否二 P(色泽=青绿|好瓜=否)口;何 0.333

P酬|是 =P(根蒂工蜷缩!好瓜=是)=:=0375 ，

如|否 =P(根蒂=蜷缩|好瓜=否)=;印 0.333 ，

马时 = P(敲声=烛响|好瓜=是)=;=07509

P浊晌!否 =P僻=浊响|好瓜=否)=;但 O 础，

P清晰|是 = P(纹理=清晰|好瓜=是)=;二 0.875 ，

阳|否 =P(纹理=清晰|好瓜=否) =卜 0.222 , 

P凹陷|是 = P(脐部=凹陷|好瓜=是)=;=0750'

P凹陷|否 = P(脐部=凹陷|好瓜=否)=;何 0.222 ，

如|是 =P(触感=硬滑|好瓜=是)=;20750 ，

与滑|否工 P(触感=硬滑|好瓜=否)=卜 0.667

P密度: 0.6971是 =p(密度= 0.6971 好瓜=是)

1 .... ( (仰0.697 一 0.574)严2 ， ~咱(lh(l0 

d王 .0.129却9 …r 飞γ一 2.0.1292驴2 )户~白、V、

p密皮: 0.6971否 =p(密度= 0.6971 好瓜=否)

1 ..... ( (0.697 - 0.496)2\ ← t 内"'l
d元. 0.195 ….t-' \ 2.0.1952 ) - ~… 

P含糖: 0.4601是 =p(含糖率= 0.4601 好瓜=是)

D(一 (0 .460 - 0.279)2、叫 788
V2ir. 0.101 ~...t-' \ 2.0.1012 ) 

P含糖: 0.4601否 =p(含糖率= 0.4601 好瓜=否)

1 一一( (0剧。一 0.154)2 \ _. (\ fìD t:.' 

V2ir .0.108 …r 飞 2.0.1082 )' ~.~~~ 
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实践中常通过取对数的
方式来将"连乘"转化为
"连加"以避免数值下溢
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于是?有

P(好瓜=是) x P青绿i是 x P.蜷缩|是 xP浊响|是 xP洁晰 i是 xP囚陆!是

xR硬滑|是 xp密度: 0.6971是 xp含糖: 0.4601是妇 0.038 ，

P(好瓜=否) x P青绿|否 xR蜷缩|否 xP浊晌|否 xP清晰|否 xP凹陷|否

xR硬滑|否 xp密度: 0.6971否 xp含糖: 0.4601否勾 6.80 X 10-5 . 

由于 0.038 > 6.80 x 10-5，因此7 朴素贝叶斯分类器将测试样本"测 1" 判别为

"好瓜"

需注意，若某个属性值在训练集中没有与某个类同时出现过，则直接基于

式(7.17)进行概率估计?再根据式(7.15) 进行判别将出现问题.例如，在使用西

瓜数据集 3.0 训练朴素贝叶斯分类器时，对一个"敲声=情脆"的测试例，有

冉青脆|是 =P(敲声=清脆|好瓜=是)=;=0 ，

由于式(7.15)的连乘式计算出的概率值为零，因此，无论该样本的其他属性是什

么，哪怕在其他属性上明显像好瓜，分类的结果都将是"好瓜工:工否

太合理理. 

为了避免其他属性携带的信息被训练集中未出现的属性值"抹去'气

在估计概率值时通常要进行"平滑" (smoothing)，常用"拉普拉斯修

正" (Laplacian correctio叫 具体来说，令 N 表示训练集 D 中可能的类别

数， N; 表示第 4 个属性可能的取值数，则式(7.16)和 (7.17)分别修正为

IDcl + 1 P(c) = 一→一一
IDI+N' 
I DC,Xi I + 1 

P(叫 c) =一一一一IDcl +Ni . 

例如，在本节的例子中 1 类先验概率可估计为

(7.19) 

(7.20) 

9 十 1
P(好瓜=否)= 勾 0.526.

17 + 2 

8 十 1
P(好瓜 z 是)= 勾 0.474

17 十 2

类似地， P青绿!是和P青绿|否可估计为

产青机 =ρ(色泽=青绿|好瓜=是)=;zi 何 0.364
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拉普拉斯修正实质上假

设了属性值与类别均匀分

布，这是在朴素贝叶斯学
刁过程中额外引入的美于

数据的先验.

懒惰学习参见 10.1 节

增量学习参见 5.5.2 节

第 7 章 贝叶新分类器

3+1 
P青绿|否 =P(色泽=育绿|好瓜=否)=百τ3 局 0.333

同时，上文提到的概率 P清脆!是可估计为

0+1 
P清脆|是 =P(敲声=清脆|好瓜=是)=豆士3 但 0.091

显然，拉普拉斯修正避免了因训练集样本不充分而导致概率估值为零的问题，

并且在训练集变大时，修正过程所引入的先验(prior)的影响也会逐渐变得可忽

略?使得估值渐趋向于实际概率值.

在现实任务中朴素贝叶斯分类器有多种使用方式.例如，若任务对预测速

度要求较高，则对给定训练集，可将朴素贝叶斯分类器涉及的所有概率估值事

先计算好存储起来，这样在进行预测时只需"查表"即可进行判别;若任务数

据更替频繁，则可采用"懒惰学习" (lazy learning) 方式，先不进行任何训练，

待收到预测请求时再根据当前数据集进行概率估值;若数据不断增加，则可在

现有估值基础上，仅对新增样本的属性值所涉及的概率估值进行计数修正即可

实现增量学习.

7.4半朴素贝叶斯分类器

为了降低贝叶斯公式(7.8)中估计后验概率 P(c I x) 的困难，朴素贝叶斯分

类器采用了属性条件独立性假设，但在现实任务中这个假设往往很难成立.于

是，人们尝试对属性条件独立性假设进行一定程度的放松，由此产生了一类称

为"半朴素贝叶斯分类器" (semi-naïve Bayes classifiers)的学习方法

半朴素贝叶斯分类器的基本想法是适当考虑一部分属性问的相互依赖信

息?从而既不需进行完全联合概率计算?又不至于彻底忽略了比较强的属性依

赖关系"独依赖估计" (One-Dependent Estimator，简称 ODE)是半朴素贝叶

斯分类器最常用的一种策略.顾名思议，所谓"独依赖"就是假设每个属性在

类别之外最多仅依赖于一个其他属性，即

P(c I x) α P(c) rr P(Xi I C，则， (7.21) 

其中 pαt 为属性 Xi 所依赖的属性，称为叭的父属性.此时，对每个属性町，若

其父属性 p向 U知，则可采用类f似以式(σ7.20时)的办法米估计概率值 P(伊Z均i I C， p阳α向叫i)

于是?问题的关键就转化为如何确定每个属性的父属性，不同的做法产生不同
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的独依赖分类器.

最直接的做法是假设所有属性都依赖于同一个属性，称为"超父"(superm

parent)，然后通过交叉验证等模型选择方法来确定超父属性，由此形成了

SPODE (Super-Parent ODE)方法.例如，在图 7.1(b)中，叫是超父属性.

(a) NB (b) SPODE (c) TAN 

圄 1.1 朴素贝叶斯与两种半朴素贝叶斯分类器所考虑的属性依赖关系

TAN (Tree Augmented naÏve Bayes) [Friedman et al., 1997句l 贝则u是在最大带

权生成树(ma脏ximl丑num weighted s叩pann江ln丑由1

础上'通过以下步骤将属性问依赖关系约简为如图 7.1(c) 所示的树形结构:

(1) 计算任意两个属'性之间的条件互信息(conditional mutual information) 

~ n/__ 1_\'-_ P(Xi' Xj I c) 
I(xi ,Xj I y) = ) ~ P(Xi ,Xj I c)log n/~ \~~~~ z;f7cU P(zz|c)P(Z31c)' 

(7.22) 

(2) 以属性为结点构建完全图?任意两个结点之间边的权重设为

I(xi , Xj Iν) ; 

(3) 构建此完全图的最大带权生成树，挑选根变量?将边置为有向;

(4) 加入类别结点 y， 增加从 u 到每个属性的有向边.

容易看出，条件互信息 I(xi ， Xj I y) 刻画了属性凯和均在己知类别情况下

的相关性，因此，通过最大生成树算法， TAN 实际上仅保留了强相关属性之间

的依赖性.

AODE (Averaged One-Dependent Estimator) [Webb et 址， 2005] 是一种

集成学习参见第 8 章. 基于集成学习机制、更为强大的独依赖分类器.与 SPODE 通过模型选择确定

超父属性不同， AODE 尝试将每个属性作为超父来构建 SPODE，然后将那些
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m' 默认4生为 30 [Webb 
et al. , 2005]. 

"高阶依赖"即对多个
属性依赖

贝叶斯网是一种经典的

概率团模型.概率图模型

参见第 14 章

第 7 章 贝日十斯分类器

具有足够训练数据支撑的 SPODE 集成起来作为最终结果?即

P(c 1 x) 仅 三
IDηI;;;'m' 

P(川) rr P(Xj 1 川) , (7.23) 

其中 DXi 是在第 i 个属性上取信为岛的样本的集合， m' 为阔值常数.显然，

AODE 需估计 P(C， Xi) 和 P(巧 1 c, Xi). 类似式(7.20) ，有

IDc，xil 十 lP(C,Xi) = 一一一一
IDI+Ni 

| DC，Xi 叫 1 +1 
P(X.i 1 c，向)="3

J I -, _.'/ ID叫+吗?

(7.24) 

(7.25) 

其中 Ni 是第 4 个属性可能的取值数， Dc.x 是类别为 c 且在第 i 个属性上取值

为町的样本集合， DcιXj 是类别为 c 且在第 4 和第 j 个属性上取值分别为矶

和町的样本集合.例如，对西瓜数据集 3.0 有

6+1 
P是，浊响 = P(好瓜=是，敲声=浊响)=开士3=0.350

士 3+1
P凹陷|是，浊响 = P(脐部=凹陷|好瓜 z 是， ~F 二也响)=石工3=0444

不难看出，与朴素贝叶斯分类器类似， AODE 的训练过程也是"计数"，即

在训练数据集上对符合条件的样本进行计数的过程.与朴素贝叶斯分类器相

似，.AODE 尤需模型选择，既能通过预计算节省预测时间?也能采取懒惰学习方

式在预测时再进行计数，井且易于实现增量学习.

既然将属性条件独立性假设放松为独依赖假设可能获得泛化性能的提升，

那么，能否通过考虑、属性间的高阶依赖来进一步提升泛化性能呢?也就是说，

将式(7.23)中的属性 p向替换为包含 k 个属性的集合 p~，从而将 ODE 拓展为

kDE. 需注意的是，随着 k 的增加，准确估剖概率 P(叫 1 y , pai ) 所需的训练样

本数量将以指数级增加.因此，若训练数据非常充分，泛化性能有可能提升;但

在有限样本条件下?则又陷入估计高阶联合概率的泥沼.

7.5 贝叶斯网

贝叶斯网(Bayesian network)亦称"信念网" (belief network)，它借助有向

无环图(Directed Acyclic Graph，简称 DAG)来刻画属性之间的依赖关系，并使
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为了简化讨论，本节假

定所有属性均为离散型

对于连续属性，条件概率

表可推广为条件概率密度
函数

这里已将西瓜数据集的

连续~性"含糖卒"转化

为离散~性"甜皮"
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用条件概率表(Conditional Probability Table ， 简称 CPT)来描述属性的联合概

率分布.

具体来说?一个贝叶斯网 B 由结构 G和参数。 两部分构成?即 B =(G， 8) .

网络结构 G 是一个有向无环图1 其每个结点对应于一个属性? 若两个属性有

直接依赖关系，则它们 由一条边连接起来;参数。定量描述这种依赖关系，

假设属性 Xi 在 G 中的父结点集为何? 则 。包含了每个属性的条件概率表

。xi l盯 = FB (Xi I 伺)

作为一个例子， 图 7.2 给出 了西瓜问题的一种贝叶斯两结构和属性"根

蒂"的条件概率表. 从图中网络结构可看出 "色泽" 直接依赖于 "好瓜"和

"甜度"，而"根蒂"则直接依赖于"甜度"进一步从条件概率表能得到

"根蒂"对"甜度"量化依赖关系?如 P(根蒂 =硬挺 |甜度=高) = 0 . 1 等 .

图 7.2 西瓜问题的一种贝叶斯网结构以及属性 "根蒂" 的条件概率表

7.5 .1 结构

贝叶斯网结构有效地表达了属性间的条件独立性. 给定父结点集，贝叶斯

网假设每个属性与它的非后裔属性独立，于是 B = (G ， 8) 将属性 Xl ， X2 ， ' " ,Xd 

的联合概率分布定义为

PB(町 ， X2 ， . .. ， Xd) 二 日PB(Xi l 7ri) = II也|川 (7.26) 
i=l i=l 

以图 7.2 为例， 联合概率分布定义为

P (Xl ,X2 ,X3 ,X4 ,X5) = P(Xl)P(X2) P (X3 1 Xl)P(X41 Xl ,X2 )P (X5 I X2) , 

显然， X3 和 X4 在给定町的取值时独立， X4 和盯 在给定白的取值时独立?分

这里并未列举出所有的 别简记为 X3 j_ X4 I Xl 和 X4 j_ 月 I X2. 
条件独立关系

图 7.3 显示出贝叶斯网中三个变量之间的典型依赖关系?其中前两种在

式(7.26) 中 己有所体现
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对交量做积分或求和亦

称"边际化" (marginal­
ization) 

D 是指"有向" (direct 
ed) 

同父、顺序和 V 型结构

的发现以及有向分离的提
出推动了因果发现方面的

研究，参阅 [Pearl ， 1988]. 

也有译为"端正图"

"道德化"的蕴义:孩

子的父母应建立牢靠的关
系，否则是不道德的.
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λγι 
同父结构 V型结构 顺序结构

图 7.3 贝叶斯网中三个变量之间的典型依赖关系

在"同父" (common parent)结构中，给定父结点町的取值，则 X3 与 X4

条件独立.在"顺序"结构中，给定 z 的值，则 u 与 z 条件独立.v 型结构(v­

structure)亦称"冲撞"结构，给定子结点 X4 的取值， Xl 与 X2 必不独立;奇妙

的是，若阳的取值完全未知，则 V 型结构下 Xl 与 X2 却是相互独立的.我们做

一个简单的验证:

P(X1' 月)=艺 P(町 ， X2 ， 叫)

= LP(X41 町，均)P(Xl)P(X2)

= P(Xl)P(归) . (7.27) 

这样的独立性称为"边际独立性" (marginal independence)，记为 xI-lLX2'

事实上，一个变量取值的确定与否，能对另两个变量间的独立性发生影响，

这个现象并非 V 型结构所特有.例如在同父结构中，条件独立性 X3 j_ X4 I Xl 

成立，但若町的取值未知，则 X3 和 X4 就不独立，即 X3止X4 不成立;在l顺序结

构中 ， y j_ z I x ， 但 υJLz 不成立.

为了分析有向图中变量间的条件独立性，可使用"有向分离" (D阳

separation). 我们先把有向图转变为一个无向图:

·找出有向图中的所有 V 型结构，在 V 型结构的两个父结点之间加上一条

无向边;

·将所有有向边改为无向边.

由此产生的无向图称为"道德圈" (moral graph)，令父结点相连的过程称为

"道德化" (moralization) [Cowell et al., 1999]. 

基于道德图能直观、迅速地找到变量间的条件独立性.假定道德图中有变

量 x， y 和变量集合 z = {zi}， 若变量 z 和 u 能在图上被 z 分开，即从道德图中将
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变量集合 z 去除后， X 和 ν 分属两个连通分支，则称变量 z 不o y 被 z 有向分离，

x 1- ylz 成立.例如，图 7.2 所对应的道德圈如图 7.4所示?从圈中能容易地找

出所有的条件独立夫系: X3 半句 I Xl , X4 土 X5 I 句 ， X3 1- X2 I Xl ， 句 1- X5 I 町，

X3 1- X5 I X2 等.

图 7.4图 7.2 对应的道德图

7.5.2 学习

若网络结构己知，即属性间的依赖关系己知，则贝叶斯网的学习过程相对

简单，只需通过对训练样本"计数"，估计出每个结点的条件概率表即可.但在

现实应用中我们往往并不知晓网络结构?于是，贝叶斯网学习的首要任务就是

根据训练数据集来找出结构最"恰当"的贝叶斯网"评分搜索"是求解这一

问题的常用办法.具体来说，我们先定义一个评分函数(score function)，以此来

评估贝叶斯网与训练数据的契合程度，然后基于这个评分函数来寻找结构最优

的贝叶斯网.显然，评分函数引入了关于我们希望获得什么样的贝叶斯网的归
归纳偏好参见1.4 节. 纳偏好.

这里我们犯类刻也看作

一个属性. Itp æi 是一个包
括示例和类别的向受.

常用评分函数通常基于信息论准则，此类准则将学习问题看作一个数据压

缩任务，学习的目标是找到一个能以最短编码长度描述训练数据的模型，此时

编码的长度包括了描述模型自身所需的字节长度和使用该模型描述数据所需

的字节长度.对贝叶斯网学习而言，模型就是→个贝叶斯网，同时，每个贝叶斯

网描述了一个在训练数据上的概率分布，自有一套编码机制能使那些经常出

现的样本有更短的编码.于是7 我们应选择那个综合编码长度(包括描述网络

和编码数据)最短的贝叶斯网?这就是"最小描述长度" (Minimal Description 

Length，简称 MDL)准则.

给定训练集 D = {Xl，的，...， Xm} ， 贝叶斯网 B = (G， 8) 在 D 上的评分函

数可写为

s(B I D) = f(O)IBI- LL(B I D) , (7.28) 
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其中， IBI 是贝叶斯网的参数个数; f(o) 表示描述每个参数。所需的字节数;而

LL(B I D) = 艺logPB (Xi) (7.29) 

是贝叶斯网 B 的对数似然.显然，式(7.28)的第一项是计算编码贝叶斯网 B

所需的字节数，第二项是计算 B 所对应的概率分布 PB 需多少字节来描述 D.

于是，学习任务就转化为一个优化任务，即寻找一个贝叶斯网 B 使评分函数

s(B I D) 最小.

若 f(o) = 1，即每个参数用 1 字节描述，则得到 AIC (Akaike Information 

Criterion)评分函数

AIC(B I D) = IBI - LL(B I D) . (7.30) 

若 f(o) = ~ logm，即每个参数用 ~logm 乎节描述，则得到 BIC (Bayesian 

Information Criterion)评分函数

回C(BI D) = 学|叫一 LL(B I D) . (7.31 

显然，若 f(o) = 0，即不计算对网络进行编码的长度，则评分函数退化为负
对数似然，相应的，学习任务退化为极大似然估计.

不难发现，若贝叶斯网 B = (G， 8) 的网络结构 G 固定7 则评分函数

s(B I D) 的第一项为常数.此时，最小化 s(B I D) 等价于对参数。的极大似然
估计.由式(7.29)和(7.26)可知，参数。院|何能直接在训练、数据 D 上通过经验估

计获得，即

oXil町 =PD(町|叫， (7.32) 

现:草制懒据上出 其中乌(.)是 D上的经验分布因此为了最小化评分函数 s(B I D) ， 只需对网
络结构进行搜索，而候选结构的最优参数可直接在训练集上计算得到.

不幸的是，从所有可能的网络结构空间搜索最优贝叶斯网结构是一个 NP

难问题，难以快速求解.有两种常用的策略能在有限时间内求得近似解:第一

种是贪心法，例如从某个网络结构出发，每次调整一条边(增加、删除或调整方

例如 TAN [Friedm~n et 向)，直到评分函数值不再降低为止;第二种是通过给网络结构施加约束来削减
..1997] 将结构限定为树

形(半朴素贝叶斯分类器 搜索空间，例如将网络结构限定为树形结构等.
可看作贝叶斯网的特例)
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7.5.3 推断

贝叶斯网训练好之后就能用来回答"查询" (que可)，即通过一些属性变量

的观测值来推测其他属性变量的取值.例如在西瓜问题中，若我们观测到西瓜

色泽青绿、敲声烛响、根蒂蜷缩，想知道它是否成熟、甜度如何.这样通过已

知变量观测值来推测待查询变量的过程称为"推断" (inference)，己知变量观

测值称为"证据" (evidence). 

最理想的是直接根据贝叶斯网定义的联合概率分布来精确计算后验概率，

第γr于推断的内容几 不幸的是，这样的"精确推断"己被证明是 NP 难的 [Cooper， 1阴9佣9ω毗O

当网络结点较多、连接稠密时?难以进行精确推断，此时需借助"近似推断"，

通过降低精度要求，在有限时间内求得近似解.在现实应用中，贝叶斯网的近似

见?ZT也很常用参 推断常使用吉布斯采样(Gibbs s叫in协调，这是一种随机采样方法，我们
来看看它是如何工作的.

灵多关于马尔可夫链和

吉布斯采样的内容参见
14.5 节.

令 Q = {Q1 ， Q2，...， Qn}表示待查询变革 E={且，岛，...， Ek} 为证据变

量，已知其取值为 e={町，句，... ， ek}. 目标是计算后验概率 P(Q = q I E = e) , 

其中 q = {ql， 也... ， qn} 是待查询变量的一组取值.以西瓜问题为例，待查询变

量为 Q= {好瓜，甜度}，证据变量为 E= {色泽，敲声，根蒂}且已知其取值为

e={青绿，浊响，蜷缩}，查询的目标值是 q={是，高}，即这是好瓜且甜度高的

概率有多大.

如图 7.5 所示，吉布斯采样算法先随机产生一个与证据 E=e 一致的样本

qO 作为初始点，然后每步从当前样本出发产生下一个样本.具体来说，在第 t

次来样中，算法先假设 qt = qt-1，然后对非证据变量逐个进行采样改变其取值，
采样概率根据贝叶斯网 B 和其他变量的当前取值(即 z = z)计算获得.假定经
过 T 次采样得到的与 q一致的样本共有 nq 个，则可近似估算出后验概率

P(Q =q I E =e) 巳字 (7.33) 

实质上，吉布斯采样是在贝叶斯网所有变量的联合状态空间与证据 E=e

一致的子空间中进行"随机漫步" (random walk). 每一步仅依赖于前一步

的状态，这是一个"马尔可夫链" (Markov chain). 在一定条件下，无论从

什么初始状态开始，马尔可夫链第 t 步的状态分布在 t →∞时必收敛于一

个平稳分布(stationary distribution); 对于吉布斯采样来说，这个分布恰好是

P(Q I E 二= e). 因此，在 T很大时，吉布斯采样相当于根据 P(Q I E = e) 来样，
从而保证了式(7.33)收敛于 P(Q = q I E = e). 
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除去变量 Qi 外的其他
交量.

由于"似然"常基于指
数族函数来定义，因此对

数似然及后续 EM 迭代过
程中一般是使用自然对数

ln(.) . 

输入:贝叶斯网 B = (G,8); 
来样次数 T;
证据变量 E 及其取值 e;
待查询变量 Q 及其取值 q.

过程:
1: nn = 0 
2: qO =对 Q 随机赋初值
3: for t = 1,2, . . . , T do 
4: for Qi 巳 Q do 
5: Z = E U Q \ {Qi}; 
6: z=euqt-l\{qf-l}; 
7: 根据 B计算分布 PB(Qi I Z = z)j 
8: qf 且根据 PB(Q也 I Z =z) 采样所获队取值;
9: qt =将 qt-l 中的 44 用 d 替换

10: end for 
11: if qt = q then 
12: nq = nq + 1 
13: end if 
14: end for 

输出: P(Q = q I E = e) 但平

回 7.5 吉布斯采样算法
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需注意的是，由于马尔可夫链通常需很长时间才能趋于平稳分布，因此

吉布斯采样算法的收敛速度较慢.此外γ 若贝叶斯网中存在极端概率 "0" 或

"1" ，则不能保证马尔可夫链存在平稳分布，此时吉布斯采样会给出错误的估

计结果.

7.6 EM算法

在前面的讨论中，我们一直假设训练样本所有属性变量的值都已被观测到，

即训练样本是"完整"的.但在现实应用中往往会遇到"不完整"的训练样

本，例如由于西瓜的根蒂己脱落，无法看出是"蜷缩"还是"硬挺"，则训练样

本的"根蒂"属性变量值未知.在这种存在"未观测"变量的情形下，是否仍

能对模型参数进行估计呢?

未观测变量的学名是"隐变量" (latent variable). 令 X 表示己观测变量

集， Z 表示隐变量集， 8 表示模型参数.若欲对@做极大似然估计，则应最大化

对数似然

LL(8 I X,Z) =lnP(X,Z I 8) . (7.34) 

然而由于 2 是隐变量，上式无法直接求解.此时我们可通过对 Z 计算期望，来
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直译为"期望最大化算
法"通常直接称 EM 算
法.

这里仅给出 EM 算法的
一般描述，具体例子参见
9.4.3 节.
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最大化己观测数据的对数"边际似然" (marginal likelihood) 

LL(8 I X) = 1丑 P(X I 8) 二 ln .Lz P(X, Z I 8) . (7.35) 

EM (Expectation-Maximization) 算法 [Dempster et al., 1977] 是常用的估

计参数隐变量的利器，它是一种迭代式的方法?其基本想法是:若参数。己知，

则可根据训练数据推断出最优隐变量 Z 的值 (E 步);反之，若Z 的值已知，则可

方便地对参数。做极大似然估计 (M 步) . 

于是，以初始值。。为起点，对式(7.3日，可迭代执行以下步骤直至收敛:

·基于 8t 推断隐变量 Z 的期望，记为 zt;

·基于已观测变量 X 和 zt 对参数。做极大似然估计，记为 @t+1;

这就是 EM 算法的原型.

进一步，若我们不是取 Z 的期望?而是基于所计算隐变量 Z 的概率分布

P(Z I X， 8巧，则 EM 算法的两个步骤是:

.E 步 (Expectation):以当前参数。t 推断隐变量分布 P(Z I X，。巧，并计
算对数似然 LL(8 I X , Z) 关于 Z 的期望

Q(8 I 8 t ) = lEzlx ,8 t LL(8 I X , Z) . (7.36) 

.M 步 (Maximization):寻找参数最大化期望似然，即

。tH = argmax Q(8 I 8 t ) . 

@ 
(7.37) 

简要来说， EM 算法使用两个步骤变替计算:第一步是期望(E)步，利用当
前估计的参数值来计算对数似然的期望值;第二步是最大化(M)步，寻找能使

EM 算法的收敛性分析 E 步产生的似然期望最大化的参数值.然后，新得到的参数值重新被用于 E 步，
参见 [Wu ， 1983]. ……直至收敛到局部最优解.

EM 算法可看作用坐标 事实上，隐变量估计问题也可通过梯度下降等优化算法求解，但由于求和
下降(∞町dinate descent) 的项数将随着隐变量的数目以指数级上升，会给梯度计算带来麻烦;而 EM 算
法来最大化对数似然下界
的过程坐标下降法参见 法则可看作一种非梯度优化方法.
附录 B.5.
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J. Pearl 教授因这方面的
卓越贡献而获得 2011 年
图灵桨，参见第 14 章.

贝叶斯网是经典的概率

图模型，参见第 14 章.
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7.7 阅读材料

贝叶斯决策论在机器学习、模式识别等诸多关注数据分析的领域都有极

为重要的地位.对贝叶斯定理进行近似求解，为机器学习算法的设计提供了

一种有效途径.为避免贝叶斯定理求解时面临的组合爆炸、样本稀疏问题，朴

素贝叶斯分类器引入了属性条件独立性假设.这个假设在现实应用中往往很

难成立，但有趣的是，朴素贝叶斯分类器在很多情形下都能获得相当好的性能

[Domingos and pazzani, 1997; Ng and Jordan, 2002]. 一种解释是对分类任务

来说，只需各类别的条件概率排序正确、无须精准概率值即可导致正确分类结

果 [Domingos and pazzani, 1997]; 另一种解释是，若属性问依赖对所有类别影

响相同，或依赖关系的影响能相互抵消，则属性条件独立性假设在降低计算开

销的同时不会对性能产生负面影响 [Zhang， 2004]. 朴素贝叶斯分类器在信息检

索领域尤为常用 [Lewis ， 1998] , [McCallum and Nigam, 1998] 对其在文本分类

中的两种常见用法进行了比较.

根据对属性间依赖的涉及程度，贝叶斯分类器形成了一个"谱" .朴素贝

叶斯分类器不考虑属性间依赖性，贝叶斯网能表示任意属性间的依赖性，二者

分别位于"谱"的两端;介于两者之间的则是一系列半朴素贝叶斯分类器，它

们基于各种假设和约束来对属性间的部分依赖性进行建模.一般认为，半朴素

贝叶斯分类器的研究始于 [Kononenko ， 1991]. ODE 仅考虑依赖一个父属性，

由此形成了独依赖分类器如 TAN [Friedman et al. , 199鸣、 AODE [Webb et al., 

2005] 、 LBR (lazy Bayesian Rule) [Zheng and Webb, 2000] 等;kDE 则考虑最

多依赖 k 个父属性，由此形成了 k 依赖分类器如KDB [SahaII比 1996] 、 NBtree

[Kohavi, 1996]等.

贝叶斯分类器(Bayes Cl出sifier)与一般意义上的"贝叶斯学习" (Bayesian 

Learning) 有显著区别，前者是通过最大后验概率进行单点估计，后者则是进行

分布估计.关于贝叶斯学习的内容可参阅 [Bishop， 2006]. 

贝叶斯网为不确定学习和推断提供了基本框架，因其强大的表示能力、

良好的可解释性而广受关注 [Pearl， 1988]. 贝叶斯网学习可分为结构学习和

参数学习两部分.参数学习通常较为简单，而结构学习则被证明是 NP 难问

题 [Cooper ， 1990; Chickering et 此， 2004]，人们为此提出了多种评分搜索方法

[Friedman and Goldszmidt, 1996]. 贝叶斯网通常被看作生成式模型，但近年来

也有不少关于贝叶斯网判别式学习的研究 [Grossman and Domingos, 2004]. 关

于贝叶斯闷的更多介绍可参阅[Jensen， 1997; Heckerman, 1998]. 

EM算法是最常见的隐变量估计方法，在机器学习中有极为广泛的用途，例



7.7 阅读材料

"数据挖掘十大算法"
还包括前儿章介绍的
C4.5 、 CART 决策树、支
持向量机，以及后几章将

要介绍的 AdaB。由t、 k 均
值聚类、 k 近邻算法等.
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如常被用来学习高斯混合模型(Gaussian mÎxture model，简称 GMM) 的参数;

9.4 节将介绍的 k 均值聚类算法就是一个典型的 EM 算法.更多关于 EM 算法

的分析、拓展和应用可参阅 [McLachlan and Krishnan, 2008]. 

本章介绍的朴素贝叶斯算法和 EM 算法均曾入选"数据挖掘十大算法"

[矶Tu et 此， 2007].
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习题

西瓜数据集 3.0 几 p.84 7.1 试使用极大似然法估算回瓜数据集 3.0 中前 3 个属性的类条件概率.
的表 4.3

7.2* 试证明:条件独立性假设不成立时，朴素贝叶斯分类器仍有可能产生

最优贝叶斯分类器.

7.3 试编程实现拉普拉斯修正的朴素贝叶斯分类器?并以西瓜数据集 3.0

为训练集，对 p.151 "测 1" 样本进行判别.

7.4 实践中使用式(7.15)决定分类类别时，若数据的维数非常高，则概率连

乘口乙1 P(Xi I c) 的结果通常会非常接近于 0 从而导致下溢.试述防
止下溢的可能方案.

7.5 试证明:二分类任务中两类数据满足高斯分布且方差相同时，线性判
假设同先验;参见 3.4 别分析产生贝叶斯最优分类器.

节.

7.6 试编程实现 AODE 分类器，并以西瓜数据集 3.0 为训练集，对 p.151

的"测 1" 样本进行判别.

7.7 给定 d 个二值属性的二分类任务，假设对于任何先验概率项的估算

至少需 30 个样例?则在朴素贝叶斯分类器式(7.15)中估算先验概率项

P(c) 需 30 x 2 = 60 个样例.试估计在 AODE 式(7.23)中估算先验概

率项 P(c， Xi) 所需的样例数(分别考虑最好和最坏情形) . 

7.8 考虑图 7.3，试证明:在同父结构中?若町的取值未知，则 X3JLX4 不成

立;在顺序结构中， y ..l z I x， 但 yJLz 不成立.

西瓜数据集 2.0 见 p.76 7.9 以西瓜数据集 2.0 为训练集，试基于 BIC 准则构建一个贝叶斯网.
的表 4.1.

7.10 以西瓜数据集 2.0 中属性"脐部"为隐变量，试基于 EM 算法构建一

个贝叶斯网.
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休息一会儿

小故事:贝叶斯之谜

1763 年 12 月 23 日，托马斯·贝叶斯 (Thomas Bayes, 

1701?一1761)的遗产受赠者R. Price 牧师在英国皇家学

会宣读了贝叶斯的遗作《论机会学说中一个问题的求解)) , 

其中给出了贝叶斯定理，这一天现在被当作贝叶斯定理的诞

生日.虽然贝叶斯定理在今天已成为概率统计最经典的内容

之一，但贝叶斯本人却笼罩在谜团中 .

现有资料表明，贝叶斯是一位神职人员，长期担任英国坦布里奇韦尔斯地

方教堂的牧师，他从事数学研究的目的是为了证明上帝的存在.他在 1742 年当

选英国皇家学会会士，但没有记录表明他此前发表过任何科学或数学论文.他

的提名是由皇家学会的重量级人物签署的，但为什么提名 以及他为何能当选，

至今仍是个谜.贝叶斯的研究工作和他本人在他生活的时代很少有人关注，贝

叶斯定理出现后很快就被遗忘了，后来大数学家拉普拉斯使它重新被科学界所

熟悉， 但直到二十世纪随着统计学的广泛应用才备受瞩目.贝叶斯的出生年份

至今也没有清楚确定， 甚至关于如今广泛流传的他的画像是不是贝叶斯本人，

也仍存在争议.





ensemble 读音似"昂桑
宝"而非"因桑宝"

第 8 章 集成学习

8.1 个体与集成

集成学习(ensemble learning)通过构建并结合多个学习器来完成学习任

务，有时也被称为多分类器系统(multi-classifier system)、基于委员会的学

习 (committee-based learning) 等.

图 8.1 显示出集成学习的一般结构:先产生一组"个体学习

器" (individual learner)，再用某种策略将它们结合起来.个体学习器通常

由一个现有的学习算法从训练数据产生，例如 C4.5 决策树算法、 BP 神经网

络算法等，此时集成中只包含同种类型的个体学习器，例如"决策树集成"

中全是决策树?"神经网络集成"中全是神经网络，这样的集成是"同质"

的(homogeneous).同质集成中的个体学习器亦称"基学习器" (base learner) , 

相应的学习算法称为"基学习算法" (base learning algorithm). 集成也可包含

不同类型的个体学习器，例如同时包含决策树和神经网络，这样的集成是"异

质"的(heterogenous).异质集成中的个体学习器由不同的学习算法生成，这时

就不再有基学习算法;相应的，个体学习器一般不称为基学习器，常称为"组件

学习器" (component learner)或直接称为个体学习器.

个体学习器1

[个体制器2 卡~与
输出

个休学习器T

图 8.1 集成学习示意图

集成学习通过将多个学习器进行结合，常可获得比单一学习器显著优越的

弱学习拳树常指泛化性叫肯年? 泛化性能这对"弱学习器" (仰wea础k lea町口，rn丑叫1
咯优于随机猜测的学习器，

例如在二分类问题上精度 论研究都是针对弱学习器进行的，而基学习器有时也被直接称为弱学习器.但
咯高于 50% 的分类器目

需注意的是?虽然从理论上来说使用弱学习器集成足以获得好的性能，但在实
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个休学习器至少不差于

弱学习器.

为简化，iti仑，千f衍生 T 为

奇数

参儿习是 8. 1.
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践中出于种种考虑，例如希望使用较少的个体学习器，或是重用关于常见学习

器的一些经验等，人们往往会使用比较强的学习器.

在一般经验中，如呆把好坏不等的东西掺到→起，那么温常结果会是比最

坏的要好一些，比最好的要坏一些.集成学习把多个学习器结合起来，如何能获

得比最好的单一学习器更好的性能呢?

考虑一个简单的例子:在二分类任务中，假定三个分类器在三个测试样本

上的表现如图 8.2 所示，其中飞/表示分类正确， X表示分类错误，集成学习的结

果通过投票法(voting)产生?即"少数服从多数"在图 8.2(a) 中，每个分类器

都只有 66.6% 的精度?但集成学习却达到了 100%; 在图 8.2(b)中?三个分类器

没有差别，集成之后性能没有提高;在图 8.2(c)中，每个分类器的精度都只有

33.3%，集成学习的结果变得更糟.这个简单的例子显示出:要获得好的集成，

个体学习器应"好而不同

不能太坏'并且要有"多样性" (diversity)，即学习器间具有差异.

测试例l 测试例2 测试例3 测试例1 测试，{1'J2 测试例3 测试伊11 测试，11'J2 测试，11']3

h1 、/ 飞/ × h1 、/ 飞/ X h1 、/ × × 
h2 × 、/ 、/ hz v' 、/ × hz × 飞/ × 
ha v' × d h3 V V x ha × × 、/
一一

集成 、/ 、/ 飞/ 集戍 、/ 飞/ 3ι 集成 × × ×、

(a) 集成提升性能 (b) 集成不起作用 (c) 集成起负作用

图 8.2 集成个体应"好而不同 " (hi 表示第 4 个分类器)

我们来做个简单的分析.考虑二分类问题 νε {-1 ， +1} 和真实函数 f， 假

定基分类器的错误率为 ε，即对每个基分类器 hi 有

P(仇 (x) 笋 f (x)) 二 E. (8.1) 

假设集成通过简单投票法结合 T 个基分类器，若有超过半数的基分类器正确，

则集成分类就正确:
/ T \ 

H(x) = sign I ~二 hi(x) ) (8.2) 

假设基分类器的错误率相互独立，则由 Hoeffding 不等式可知，集成的错误

率为
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m叫川川并刊叫f贝(中艺 (~)(1卜川川叫一寸叫_f)k妒f)kfT户归阿k飞kfT

~eωe呵叫叩(←一才宇i护扣T引(川O叶2才) . (8.3) 

上式显示出，随着集成中个体分类器数目 T 的增大，集成的错误率将指数级下

降，最终趋向于零.

然而我们必须注意到，上面的分析有一个关键假设:基学习器的误差相互

独立.在现实任务中，个体学习器是为解决同一个问题训练出来的，它们显然不

可能相互独立!事实上，个体学习器的"准确性"和"多样性"本身就存在冲

突.一般的，准确性很高之后，要增加多样性就需牺牲准确性.事实上，如何产

生并结合"好而不同"的个体学习器，恰是集成学习研究的核心.

根据个体学习器的生成方式，目前的集成学习方法大致可分为两大类?即

个体学习器问存在强依赖关系、必须串行生成的序列化方法?以及个体学习器

间不存在强依赖关系、可同时生成的并行化方法;前者的代表是 Boosting，后

者的代表是 Bagging 和"随机森林" (Random Forest). 

8.2 Boosting 

Boosting 是一族可将弱学习器提升为强学习器的算法.这族算法的工作机

制类似:先从初始训练集训练出一个基学习器，再根据基学习器的表现对训练

样本分布进行调整，使得先前基学习器做错的训练样本在后续受到更多关注，

然后基于调整后的样本分布来训练下一个基学习器;如此重复进行，直至基学

习器数目达到事先指定的值 T， 最终将这 T 个基学习器进行加权结合.

Boosting 族算法最著名的代表是 AdaBoost [Freund and Schapire, 1997] , 

其描述如图 8.3 所示，其中 Yi E {-1 , + 1 }, f 是真实函数.

AdaBoost 算法有多种推导方式，比较容易理解的是基于"加性模

型" (additive model)，即基学习器的线性组合

T 

H(x) = 汇价t(x) (8.4) 

来最小化指数损失函数(exponentialloss function) [Friedman et 址， 2000]

fexp(H I Ð) = lE"，~D[e-f(æ)H(æ)] . (8.5) 
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初始化样本权值分布.

基于分布1)t 从数据集
D 中训练出分类器 ht

估计仇的误差

确定分类器问的权重.

史新样本分布，其中 Zt
是规」范化因子，以确保

1).件1 是一个分布目

这里忽略了 P(f(x) = 
1 1 00) = P(f(x) 需 1100)

的情形.

替代损失函数的"一致
性"参几 6.7 节

输入:训练集 D = {(X1' Y1) ， 但2 ，的)，. . . , (Xm , Ym)}; 
基学习算法，c;
训练轮数 T.

过程:
1: 1)1(X) = 11m. 
2: for t = 1, 2 ,. ..., T do 
3: ht = 'c(D , 1)t); 
4: 句=凡~到(仇(X) 手 f(x));
5: if Et > 0.5 then break 
6:αt=i叫号);

Ð ,(æ) " f exp(一句)， if ht(x) = f(x) 
7: 1)t叫X)=驴{

Z, "l 阻p(αt) ， if ht(x) 并 f(x)
Ð， (æ)exp( 臼tJ(æ)h， (æ))

Zt 
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若 H(æ) 能令指数损失函数最小化，则考虑式(8.5)对 H(æ) 的偏导

δt四p(HIÐ2 = _e-H(oo) P (f (æ) = 1 1 æ) + eH(oo) P (f (æ) = -11 叫， (8.6) 
θH(æ) 

令式(8.6)为零可解得

P (f (x) = 11 æ) 
H(æ) 二一 ln

P(f (x) = -11 叫'
(8.7) 

因此，有

(1 ,-_ P (f (x) = 11 æ) 飞
si伊 (H(z))=sign l -h j \2 ... P (f (x) == -11 æ)) 

(1Rf(S)=1|Z)>川= -11 æ) 

-1 , P (f (x) = 1 1 æ) < P (f (x) = 一1 1 æ) 

=町gmaxP(f(x) = y 1 æ) , (8.8) 

这意味着 sign (H(æ)) 达到了贝叶斯最优错误率.换言之，若指数损失函数最小

化，则分类错误率也将最小化;这说明指数损失函数是分类任务原本 Oj1 损失

函数的一致的(consistent )替代损失函数.由于这个替代函数有更好的数学性
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质，例如它是连续可微函数，因此我们用它替代 0/1 损失函数作为优化目标.

在 AdaBoost算法中，第一个基分类器 h1 是通过直接将基学习算法用于初

始数据分布而得;此后迭代地生成 ht 和 αt，当基分类器 ht 基于分布 Ðt 产生后，

该基分类器的权重 αt 应使得 αtht 最小化指数损失函数

eexp (α山 I Ðt ) = lEæ~Ðt [e-f(ωt(æ) ] 

=lEæ~Ðt [e-四川f(æ) 二 ht (æ)) + e"'t ]l (f (æ) 手 ht (æ))] 

=e一臼t P æ~Ðt (f (æ) = ht (æ)) + eαt Pæ~Ðt (f (æ) 并 ht (æ)) 

=e 问 (1 - Et) + 巳伺句， (8.9) 

其中 Et = Pæ~Ðt (ht(æ) 并 f(æ)). 考虑指数损失函数的导数

δt阻p(αtht I Ðt ) 
yθ = -e一句 (1 - Et) + e句句，

αt 

令式(8.10)为零可解得
1 , (1 - Et \ 

αt=Eln 飞;;-)

这恰是图 8.3 中算法第 6 行的分类器极重更新公式.

(8.10) 

(8.11) 

AdaBoost 算法在获得 Ht- 1 之后样本分布将进行调整，使下一轮的基学习

器 ht 能纠正且一1 的一些错误.理想的 ht 能纠正 Ht-l 的全部错误，即最小化

.eexp(Ht-l 十 ht I Ð) = lEæ~Ð[ε一f(æ)(Ht-l忡忡ht(æ))j

=配æ~Ð[e一f(æ)Ht-l(æ) ε- f(æ)ht(æ)j . (8.12) 

注意到 f2(æ) = hr(æ) = 1，式(8.12)可使用 ε-f(æ)ht(æ) 的泰勒展式近似为

1_-f(ælH+_, (æl (, "1_\ 1.. 1_\ , f2(æ)h;(æ )\1 2阻p(Ht-l 十仇 I Ð) ~ lEæ~叫 e-f(æ)ιl(æ) ( 1- f(æ)ht(æ) 十 ~.t\W} ) I 

:马斗-f肌

于是?理想的基学习摇

ht(æ) = argmin .eexp (Ht-l 十 h I Ð) 
h 
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二 缸g~inEæ~Ð [e-f(æ旷川川→→刑叫f贝阳刷(仰例阳z叫刷)田Ht-…叫t-l(æ巾(怡咋z

= 缸gT严肌Eæ由~Ð [卡e-fμ削(怡刨z叫)问 1叫巾(仰刨z叫蚓)

| ρ f(æ创)H，丛t-l(扭叫) I 
=a缸rgma缸.x Eæ扣~Ð I儿'1'1'":' r _.f:{n'"飞.，.. • (叫，J(æ)h(æ) I , 

h I m..æ~Ðle--J 飞叫"t-l\~JI I 

注意到 Eæ~Ð[e-f(æ)Ht-l(æ)] 是一个常数.令 Dt 表示一个分布

D(æ)e一f(æ)Ht-l (æ) 
Dt(æ) = ;;;「盯.....\ u. ~ (,.,.\, , 

则根据数学期望的定义，这等价于令

|ρ f(æ)Ht-l(æ) I 
ht(æ) = argma.x Eæ~ρI ~ ...... r _.f{飞.，.. • (飞 f(æ)h(æ) I 

h-----w'-~ I Eæ~Ð[e-f(æ)Ht-l(æ)r ,-r- ,-, I 

(8.14) 

(8.15) 

= arg ma.x Eæ~Ðt 旷(æ)h(æ)] . (8.16) 

由 f(æ) ， h(æ) ε{-1， +1}，有

f(æ)h(æ) = 1 - 2][ (I(æ) 并 h(æ)) , (8.17) 

则理想的基学习器

ht(æ) = 旧grinEz~Dt[E(f(m) 并 h(æ)) ] (8.18) 

由此可见，理想的 ht 将在分布到下最小化分类误差.因此，弱分类器将基于分

布到来训练，且针对码的分类误差应小于 0.5. 这在一定程度上类似"残差逼

近"的思想.考虑到矶和 Dt+l 的关系，有

D(æ) e-f(æ)Ht(æ) 
(æ) = 

Eæ~Ð [e-f(æ)Ht(æ)] 

1) (æ) e-f(æ)Ht-l(æ)e-f(æ)白山(æ)

Eæ~Ð [ε-f(æ)Ht(æ)] 

Eæ~Ð [e-f(æ)矶 1 (æ)] 
= Dt(æ) . e一f忡忡山(剖 , (8.19) 

E也~Ð [e-f(æ)矶 (æ)]
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偏差/方差参见 2.5 节，

决策树桩即单层决策树，
参见 4.3 节

集成的规模指集成中包

含的个体学习器数目.

这恰是图 8.3 中算法第 7 行的样本分布更新公式.

于是，由式(8.11)和 (8.19)可见，我们从基于加性模型迭代式优化指数损失

函数的角度推导出了图 8.3 的 AdaBoost 算法.

Boosting 算法要求基学习器能对特定的数据分布进行学习，这可通过"重

赋权法" (re-weighting)实施，即在训练过程的每一轮中，根据样本分布为每个

训练样本重新赋予一个权重.对无法接受带权样本的基学习算法，则可通过

"重采样法" (re-sampling)来处理，即在每一轮学习中，根据样本分布对训练

集重新进行采样，再用重采样而得的样本集对基学习器进行训练.→般而言，这

两种做法没有显著的优劣差别.需注意的是， Boosting 算法在训练的每一轮都

要检查当前生成的基学习器是否满足基本条件(例如罔 8.3 的第 5 行，检查当前

基分类器是否是比随机猜测好)，一旦条件不满足，则当前基学习器即被抛弃，

且学习过程停止.在此种情形下，初始设置的学习轮数 T也许遥远未达到，可能

导致最终集成中只包含很少的基学习器而性能不佳.若采用"重采样法"，则

可获得"重启动"机会以避免训练过程过早停止 [Kohavi and Wolpert, 1996] , 

即在抛弃不满足条件的当前基学习器之后，可根据当前分布重新对训练样本进

行采样，再基于新的采样结果重新训练出基学习器，从而使得学习过程可以持

续到预设的 T轮完成.

从偏差一方差分解的角度看， Boosting 主要关住降低偏差，因此 Boosting

能基于泛化性能相当弱的学习器构建出很强的集成.我们以决策树桩为基学习

器，在表 4.5 的西瓜数据集 3.0α 上运行 AdaBoost 算法，不同规模(size)的集成

及其基学习器所对应的分类边界如图 8.4所示.

0.6 •EZE 号 ::l哩!川+
0.21 

o Q2 Q4 Q6 QS 

密度

(a) 3个暴学习器

。
。

器

6

习

。
史
学

M
h韧性

<
J

Zb nu 
。 o. 2 0.4 O. 6 0.8 

密度
(c) II个基学习器

圄 8.4 西瓜数据集 3.0α 上 AdaBoost 集成规模为 3、 5 、 11 时，集成(红色)与基学习
器(黑色)的分类边界.
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Bagging 这个名字是由

Bootstrap AGGregatlNG 缩
写而来.

即每个基学习器使用相

同权重的投票、平均.

。bs 是自助采样产生的
样本分布.
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8.3 Bagging与|磕机森林

由 8.1 节可知，欲得到泛化性能强的集成，集成中的个体学习器应尽可能相

互独立;虽然"独立"在现实任务中无法做到，但可以设法使基学习器尽可能

具有较大的差异.给定一个训练数据集，一种可能的做法是对训练样本进行采

样，产生出若干个不同的子集，再从每个数据子集中训练出一个墓学习器.这

样，由于训练数据不同，我们获得的基学习器可望具有比较大的差异.然而，为

获得好的集成，我们同时还希望个体学习器不能太差.如果来样出的每个子集

都完全不同，则每个基学习器只用到了一小部分训练数据，甚至不足以进行有

效学习，这显然无法确保产生出比较好的基学习器.为解决这个问题，我们可考

虑使用相互有交叠的采样子集.

8.3.1 Bagging 

Bagging [Breiman, 1996a] 是井行式集成学习方法最著名的代表.从名字即

可看出，它直接基于我们在 2.2.3 节介绍过的自助来样法 (bootstrap sampling). 

给定包含m个样本的数据集，我们先随机取出一个样本放入采样集中，再把该

样本放回初始数据集，使得下次采样时该样本仍有可能被选中，这样，经过 m

次随机采样操作，我们得到含 m 个样本的采样集，初始训练集中有的样本在采

样集里多次出现，有的则从未出现.由式(2.1)可知，初始训练集中约有 63.2%

的样本出现在来样集中.

照这样，我们可采样出 T个含 m 个训练样本的采样集，然后基于每个采样

集训练出一个基学习器，再将这些基学习器进行结合.这就是 Bagging 的基本

流程.在对预测输出进行结合时， Bagging 通常对分类任务使用简单投票法?对

回归任务使用简单平均法.若分类预测时出现两个类收到同样票数的情形，则

最简单的做法是随机选择一个，也可进一步考察学习器投票的置信度来确定最

终胜者. Bagging 的算法描述如图 8.5 所示.

输入:训练集 D {(Xl ,Yl) , (X2 ,Y2) ,"', (xm ,Ym)}; 
基学习算法.l3;
训练轮数 T.

过程:
1: for t 工 1 ， 2，...， T do 
2: ht = .l3(D , Ðb.) 
3: end for 

输出: H(x) = argmax I:;;=l[(ht (x) =υ) 
yEY 

圄 8.5 Bagging 算法
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假定基学习器的计算复杂度为 O(m) ， 则 Baggi吨的复杂度大致为

T (0 (m) + 0 (8))，考虑到采样与投票/平均过程的复杂度。刨根小，而 T

通常是一个不太大的常数，国此，训练一个 Bagging 集成与直在使用基学习算

为处理多分类或回归任 法训练一个学习器的复杂度同阶，这说明 Bagging 是一个很高效的集成学习算

务. AdaBo。民需进行修改; 法另外?与标准 AdaBoost 只适用于二分类任务不间， Bagging 能不经修改地
目前已有适用的变体算活

[Zhou. 2012]. 用于多分类、回归等任务.

包外估计参几 2.2.3 节，

偏差/方差参见 2.5 节，

关于样本抗动，参见

8.5.3 节.

值得一提的是，自助采样过程还给 Bagging 带来了另一个优点:由于每个

基学习器只使用了初始训练集中约 63.2% 的样本，剩下约 36.8% 的样本可用作

验证集来对泛化性能进行"包外估计" (out-oιbag estimate) [Breiman, 1996a; 

Wolpert and Macready, 1999]. 为此需记录每个基学习器所使用的训练样本.

不妨令 Dt 表示 ht 实际使用的训练样本集，令 HOOb(æ) 表示对样本 z 的包外预

测，即仅考虑那些未使用 m 训练的基学习器在 m 上的预测，有

T 

Hoob(æ) = argmax了 lI (ht(æ) = y) . lI(æ 1:. Dt) , (8.20) 
自巳y t:l 

贝IJ Bagging 泛化误差的包外估计为

Eoob = 土 γ II(H∞b(æ) 并 y) . 
IDI μ 

(æ ， y)εD 

(8.21) 

事实上?包外样本还有许多其他用途.例如当基学习器是决策树时，可使用

包外样本来辅助剪枝?或用于估计决策树中各结点的后验概率以辅助对零训练

样本结点的处理;当基学马若是是神经网络时?可使用包外样本来辅助早期停止

以减小过拟合风险.

从偏差方差分解的角度看， Bagging 主要关注降低方差，因此它在不剪枝

决策树、神经网络等易受样本扰动的学习器上效用更为明显.我们以基于信息

增益划分的决策树为基学习器，在表 4.5 的西瓜数据集 3.0α 上运行 Bagging 算

法，不同规模的集成及其基学习器所对应的分类边界如图 8.6 所示.

8.3.2 随机森林

随机森林(Random Forest，简称 RF) [Breiman, 2001a] 是 Baggi吨的一个

扩展变体.盯在以决策树为基学习器构建 Bagging 集成的基础上，进一步在

决策树的训练过程中引入了随机属性选择.具体来说，传统决策树在选择划分

属性时是在当前结点的属性集合(假定有 d 个属性)中选择一个最优属性;而在

RF 中，对基决策树的每个结点，先从该结点的属性集合中随机选择一个包含 k
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关于样本扰动、属性扰

动等， 参见 8.5.3 节

1 + 好瓜|
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0.8 
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(b) 5个基学习器
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;1丁
υ8 

图 8.6 西瓜数据集 3.0α 上 Bagging 集成规模为 3、 5 、 11 时，集成(红色)与基学习
器(黑色)的分类边界.

个属性的子集，然后再从这个子集中选择一个最优属性用于划分. 这里的参数

k 控制了随机性的引入程度;若令 k = d ， 则基决策树的构建与传统决策树相同;

若令 k = 1 ， 则是随机选择一个属性用于划分; 一般情况下，推荐值 k = log2 d 

[Breiman, 2001叫.

随机森林简单、容易实现、计算开销小，令人惊奇的是， 它在很多现实任

务中展现出强大的性能，被誉为"代表集成学习技术水平的方法"可以看出，

随机森林对 Bagging 只做了小改动， 但是与 Bagging 中基学习器的"多样性"

仅通过样本扰动(通过对初始训练集采样)而来不同，随机森林中基学习器的多

样性不仅来自样本扰动，还来自属性扰动，这就使得最终集成的泛化性能可通

过个体学习器之间差异度的增加而进一步提升.

随机森林的收敛性与 Bagging 相似.如图 8.7 所示，随机森林的起始性能

往往相对较差， 特别是在集成中只包含一个基学习器时这很容易理解，因为通

过引入属性扰动，随机森林中个体学习器的性能往往有所降低然而，随着个体

0 .34 

0 .32 , - - -\ 
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吆
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图 8.7 在两个 UCI 数据上， 集成规模对随机森林与 Bagging 的影响

103 
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学习器数目 的增加，随机森林通常会收敛到更低的泛化误差. 值得-提的是，随

机森林的训练效率常优于 Bagging，因为在个体决策树的构建过程中， Bagging 

使用的是 "确定型" 决策树?在选择划分属性时要对结点的所有属性进行考察，

而随机森林使用的"随机型"决策树则只需考察-个属性子集

8.4 结合策略

学习器结合可能会从三个方面带来好处 [Dietterich， 2000] : 首先3 从统计

的方面来看，由于学习任务的假设空间往往很大，可能有多个假设在训练集上

达到同等性能? 此时若使用单学习器可能因误选而导致泛化性能不佳，结合多

个学习器则会减小这一风险?第二，从计算的方面来看，学习算法往往会陷入局

部极小?有的局部极小点所对应的泛化性能可能很糟糕， 而通过多次运行之后

进行结合， 可降低陷入糟糕局部极小点的风险7 第三， 从表示的方面来看，某些

学习任务的真实假设可能不在当前学习算法所考虑的假设空间中，此时若使用

单学习器则肯定无效，而通过结合多个学习器， 由于相应的假设空间有所扩大，

有可能学得更好的近似， 图 8. 8 给出了一个直观示意图 .

同等性能的假设

/ 
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/ < h3 . h♀) 
. f ,/ 

• h1 : 

。)统计的原 因

/ 假设空间

飞 h3 . h。
、 h

. f \" 

..,,' '"1 

(b) 计算的原因

个休假设

节;二
飞1 人 气

"-........._ 具实假设

(c) 表示的原因

图 8.8 学 习 器结合可能从三个方面带来好处 [Dietterich， 2000] 

假定集成包含 T 个基学习器 {hl ' h2 ， … A汁，其中 hi 在示例 z 上的输出

为 hi(x) 本节介绍儿种对 hi 进行结合的常见策略.

8.4.1 平均法

对数值型输出 hi (X) εIR， 最常见的结合策略是使用平均法 (averaging) . 

· 简单平均法(simple averaging) 

T 

H(x ) = 主 Lhi(x) (8.22) 
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Breiman [1996b] 在研究
Stacking 回归时发现，必须

使用非负权重才能确保集
成性能优于羊一最佳个体

学习器，因此在集成学习
中一般对学习器的权重施
以非负约束

例如估计出个体学习器

的误差，然后令权重大小

与误差大小成反比.
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• )J日权平均法(weighted averaging) 

T 

H(叫=2:呐(æ) (8.23) 

T 
其中叫是个体学习器问的权重，通常要求叫~ 0，三二叫=1.

显然，简单平均法是加权平均法令问二 l/T 的特例.加权平均法在二十世

纪五十年代己被广泛使用 [Markowitz ， 1952J , [Perrone and Cooper, 1993] 正式

将其用于集成学习.它在集成学习中具有特别的意义，集成学习中的各种结合

方法都可视为其特例或变体.事实上，加权平均法可认为是集成学习研究的基

本出发点，对给定的基学习器，不同的集成学习方法可视为通过不同的方式来

确定加权平均法中的基学习器极重.

)JQ权平均法的权重一般是从训练数据中学习而得，现实任务中的训练样本

通常不充分或存在噪声，这将使得学出的权重不完全可靠.尤其是对规模比较

大的集成来说?要学习的权重比较多，较容易导致过拟合.因此，实验和应用均

显示出，力日权平均法未必一起优于简单平均法 [Xu et al., 1992; Ho et al., 1994; 

Kittler et al., 1998]. 一般而言，在个体学习器性能相差较大时宜使用加权平均

法?而在个体学习器性能相近时宜使用简单平均法.

8.4.2 技票法

对分类任务来说，学习器 hi 将从类别标记集合 {Cl ， 他... ， CN} 中预测出一

个标记?最常见的结合策略是使用投票法(voting). 为便于讨论，我们将 hi 在样

本 m 上的预测输出表示为一个N维向量 (hUx); 时(x);...;hf(x)) ， 其中 hHx)

是队在类别标记 c3 上的输出.

·绝对多数投票法(majority voting) 

(8.24) 

T N T 
if l二时 (x) > 0.5 艺汇时 (x)

otherwise. 印)=(;ect
即若某标记得票过半数，则预测为该标记;否则拒绝预测.

·相对多数投票法(plurality voting) 

H(x) = cargm皿2乙1 hi(æ) . (8.25) 
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"多数投票法"的英文
术语使用不太一级:有文

献称为 majority voting，也

有直接称为 voting

例如异质集成中不同类

型的个体学习器
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即预测为得票最多的标记，若同时有多个标记获最高票，则从中随机选取

一个

·加权投票法(weighted yoting) 

H(x) = Cargm阻Z乙1 四ihHæ) . (8.26) 

T 
与加权平均法类似， Wi 是岛的权重，通常叫注 0，艺叫 =1

Z二1

标准的绝对多数投票法(8.24)提供了"拒绝预测"选项，这在可靠性要求

较高的学习任务中是一个很好的机制.但若学习任务要求必须提供预测结果，

则绝对多数投票法将退化为相对多数投票法.因此，在不允许拒绝预测的任务

中，绝对多数、相对多数投票法统称为"多数投票法"

式(8.24)"'(8.26)没有限制个体学习器输出值的类型.在现实任务中，不同

类型个体学习器可能产生不同类型的时 (x) 值，常见的有:

四类标记: h; (x) ε{0， 1}，若仇将样本 z 预测为类别 Cj 则取值为 1，否则为

O. 使用类标记的投票亦称"硬投票" (hard voting). 

-类概率: h; (x) ε[0 ， 1]，相当于对后验概率 P(Cj I x) 的一个估计.使用类

概率的投票亦称"软投票" (soft voting). 

不同类型的时 (x) 值不能混用.对一些能在预测出类别标记的同时产生

分类置信度的学习器，其分类置信度可转化为类概率使用.若此类假未进

行规范化?例如支持向量机的分类问隔值，则必须使用一些技术如 Platt 缩

放(Platt scaling) [Platt, 2000]、等分回归 (isotonic regression) [Zadrozny and 

Elkan, 2001 J等进行"校准" (calibration)后才能作为类概率使用.有趣的是，

虽然分类器估计出的类概率值一般都不太准确?但基于类概率进行结合却往往

比直接基于类标记进行结合性能更好.需注意的是，若基学习器的类型不同?则

其类概率值不能直接进行比较;在此种情形下，通常可将类概率输出转化为类

标记输出(例如将类概率输出最大的时(x) 设为 1，其他设为 0) 然后再投票

8.4.3 学习法

当训练数据很多时?一种更为强大的结合策略是使用"学习法"，即通过

Stacking 本身是一种著 另一个学习器来进行结合. Stacking [Wolpert , 1992; Brei皿础， 1996b] 是学习法
名的集成学习方法，且有

不少集成学习算法可视为 的典型代表.这里我们把个体学习器称为初级学习器，用于结合的学习器称为

在1312JJZZ 次级学习器或元学习器(meta-learn凹)
因此本书在此介绍
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Stacking 先从初始数据集训练出初级学习器，然后"生成"一个新数据集

用于训练次级学习器.在这个新数据集中，初级学习器的输出被当作样例输入

特征?而初始样本的标记仍被当作样例标记. Stacking 的算法描述如图 8.9 所

的初级学习器也可是同质-示，这里我们假定初级学习器使用不同学习算法产生?即初级集成是异质的.

使用初级学习算法乌

产生初级学习器 h，

生成次级训练集.

在 v' 上用次级学习算
法￡产生次级学习器 h'.

MLR 走基于线性回归的

分类器，它对每个类分别
进行线性回归，属于该类

的训练样例所对应的输出
被直为 1，其他类置为 o.
测试示例将被分给输出佳

最大的类.

WEKA 中的 StackingC
算法就是这样实现的.

输入:训练集 D = {(æl , Yl) ， 但2，加)，… ， (Xm ， ν'm)};
初级学习算法且，岛，...， ~T;
次级学习算法~.

过程:
1: for t = 1,2,… ,T do 
2: ht = ~t(D); 
3: end for 
4: D'= 正当;
5: for i = 1,2,..., m do 
6: for t = 1, 2,… ,Tdo 
7: Zit = ht(æi)j 
8: end for 
9: D' = D' U ((zù ， 切，...， ZíT) ， Yi)j

10: end for 
11: h' = ~(D')j 
输出: H(æ) = h'(h1(æ) , h2(æ) ,..., hT(æ)) 

图 8.9 Stacking 算法

在训练阶段，次级训练集是利用初级学习器产生的，若直接用初级学习器

的训练集来产生次级训练集，则过拟合风险会比较大;因此?一般是通过使用交

叉验证或留一法这样的方式7 用训练初级学习器未使用的样本来产生次级学习

器的训练样本.以 k 折交叉验证为例，初始训练集 D 被随机划分为 k 个大小相

似的集合 D1 ， D2 ， … ， Dk' 令 Dj 和 Dj = D \ Dj 分别表示第 j 折的测试集和

训练集给定 T 个初级学习算法，初级学习器时j) 通过在马上使用第 t 个学

习算法而得.对 Dj 中每个样本矶，令 zzt=hjJ)(z山则由 Xi 所产生的次级训
练样例的示例部分为均= (Zi1; Zi2; . . . ; ZiT) ，标记部分为 Yi. 于是，在整个交叉

验证过程结束后，从这 T个初级学习器产生的次级训练集是 D' {(衔，执)}旦l'

然后 D' 将用于训练次级学习器.

次级学习器的输入属性表示和次级学习算法对 Stacking 集成的泛化性能

有很大影响.有研究表明，将初级学习器的输出类概率作为次级学习器的输入

属性，用多响应线性回归(Multi-response Linear Regression，简称 MLR) 作为

次级学习算法效果较好 [Ting and Witten, 1999]，在 MLR 中使用不同的属性

集更佳 [Seewald ， 2002]. 
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贝叶斯模型平均(Bayes Model A veraging，简称 BMA)基于后验概率来为

不同模型赋予权重7 可视为加权平均法的一种特殊实现. [Clarke , 2003] 对

Stacking 和 BMA 进行了比较.理论上来说?若数据生成模型怡在当前考虑的

模型中，且数据噪声很少，则 BMA 不差子 Stacking; 然而，在现实应用中无法

确保数据生成模型一定在当前考虑的模型中，甚至可能难以用当前考虑的模型

来进行近似，因此， Stacking 通常优于 BMA，因为其鲁棒性比 BMA 更好，而且

BMA 对模型近似误差非常敏感.

8.5 多样性

8.5.1 误差一分歧分解

8.1 节提到，欲构建泛化能力强的集成，个体学习器应"好而不同"现在

我们来做一个简单的理论分析.

假定我们用个体学习器 hI，仇，...， hT 通过加权平均法(8.23)结合产生的

集成来完成回归学习任务 f : R_d 叶 R 对示例宿，定义学习器 hi 的"分

歧" (arnbigui ty )为

A(~ I æ) = (仇(叫一 H(æ))2 , (8.27) 

则集成的"分歧"是

~T 

A(h I æ) = Li=l叫A(仇 I æ) 

二三二:1叫 (hi (æ) - H (æ))2 (8.28) 

显然?这里的"分歧"项表征了个体学习器在样本 z 上的不一致性，即在

一定程度上反映了个体学习器的多样性.个体学习器队和集成 H 的平方误差

分别为

E(仇 I æ) = (1 (æ) - hi(æ))2 , 

E(H I æ) = (1(æ) - H(æ))2 . 

(8.29) 

(8.30) 

令 E(h I æ) =汇乙1 叫 . E(hi I æ) 表示个体学习器误差的加权均值?有

邵阳) = LWiE(hi I æ) -E(H I æ) 
i=l 

= E(h I æ) - E(H I æ) . (8.31) 



186 第 8 章集成学习

式(8.31)对所有样本 z 均成立，令 p(x) 表示样本的概率密度，则在全样本

上有

去iJA仙|叫p(x)dx

这里我们用矶和 Ai 简 类似的，个体学习器问在全样本上的泛化误差和分歧项分别为
化表示 E(hi) 和 A(hi)

这里我们用 E 简化表示

E(H). 

亦称"差异性反量

E i = J E仙 I x)p(x)dx , (8.33) 

Ai = J A仙 I x)p(x (8.34) 

集成的泛化误差为

E = J E(H I x)叫2 (8.35) 

将式(8.33)rv(8.35)代入式(8.32)，再令 E= 艺乙1 叫E也表示个体学习器泛

化误差的却权均值，互=艺11tIYzAt 表示个体学习器的加权分歧值，有

E=E-A. (8.36) 

式(8.36)这个漂亮的式子明确提示出:个体学习器准确性越高、多样性越

大，则集成越好.上面这个分析首先由 [Krogh and Vedelsby, 1995] 给出 3 称为

"误差一分歧分解" (error-ambiguity decomposition). 

至此?读者可能很高兴:我们直接把 E一互作为优化目标来求解，不就能

得到最优的集成了?遗憾的是，在现实任务中很难直接对E一互进行优化，不

仅由于它们是定义在整个样本空间上，还由于互不是一个可直接操作的多样性

度量，它仅在集成构造好之后才能进行估计.此外需注意的是?上面的推导过程

只适用于回归学习，难以直接推广到分类学习任务上去.

8.5.2 多样性度量

顾名思义，多样性度量(diversity measure)是用于度量集成中个体分类器的

多样性，即估算个体学习器的多样化程度.典型做法是考虑个体分类器的两两

相似/不相似性.
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参见 2.3.2 节混淆矩阵.

给定数据集 D = {(Xl ， Yl) ， 但2 ， Y2) , . . . , (Xm , Ym)} ， 对工分类任务， Yi ε 

{-1 , +1}，分类器 hi 与 hj 的预测结果列联表(contingency table)为

hi = +1 仇= -1 

αc 

b d 

其中， α 表示 hi 与 hj 均预测为正类的样本数目 ; b、 c、 d 含义由此类推;

α +b+c+d = m. 基于这个列联表，下面给出一些常见的多样性度量.

·不合度量(disagreement measure) 

d-Mb+c 
1,8 ,;.; = 一一-一一"

m 
(8.37) 

díSij 的值域为 [0 ， 1]. 值越大则多样性越太.

·相关系数(correlation coefficient) 

αd - bc 

ρtJ 二飞/(α 十 b)(α + c)(c + d)(b + d) 
(8.38) 

向的值域为 [-1 ， 1]. 若 hi 与问无关，则值为 0; 若 hi 与句正相关则值

为正，否则为负.

• Q-绩计量(Q-statistic ) 
Q 一 αd- bc 
一

η 一 αd+bc

Qij 与相关系数 ρ>) 的符号相同，且 IQ训运 |ρη1.

(8.39) 

·仲统计量(κ-statistic)
qa-Ba 

p

一
批

一
一
一

嘈
i
­

p-1 
= 

κ
 

(8.40) 

其中?且是两个分类器取得一致的概率;归是两个分类器偶然达成一致

的概率，它们可由数据集 D 估算:

α +d 
(8 .41) Pl m 

P2 
(α + b)(α+ c) 十 (c+d)(b+d)

2 m 
(8 .42) 

若分类器 hi 与 hj 在 D 上完全」致，则 κ= 1; 若它们仅是偶然达成一致，
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则 κ= o.κ 通常为非负值?仅在 hi 与 hj 达成一致的概率甚主低于偶然

性的情况下取负值.

以上介绍的都是"成对型" (pairwise)多样性度量， 它们可以容易地通过 2

维图绘制出来.例如著名的 "κ-误差图"， 就是将每一对分类器作为图上的一

个点，横坐标是这对分类器的 κ 值， 纵坐标是它们的平均误差， 图 8. 10 给出 了

一个例子.显然，数据点云的位置越高，则个体分类器准确性越低;点云的位置

越靠右， 则个体学习器的多样性越小.
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图 8.10 在 UCI 数据集 tic-tac-toe 上的 κ-误差图.每个集成含 50 棵 C4.5 决策树

8.5.3 多样性增强

在集成学习中需有效地生成多样性大的个体学习器. 与简单地直接用初始

数据训练出个体学习器相比，如何增强多样性呢?一般思路是在学习过程中引

入随机性，常见做法主要是对数据样本、 输入属性、输出表示、 算法参数进行

扰动

· 数据样本扰动

给定初始数据集， 可从中产生出不同的数据子集， 再利用不同的数据子集

训练出不同的个体学习器.数据样本扰动通常是基于采样法， 例如在 Bagging

中使用 自助采样，在 AdaBoost 中使用序列采样. 此类做法简单高效，使用最

广.对很多常见的基学习器，例如决策树、 神经网络等， 训练样本稍加变化就会

导致学习器有显著变动，数据样本扰动法对这样的"不稳定基学习器"很有效;

然而，有一些基学习器对数据样本的扰动不敏感，例如线性学习器、支持向量

机、 朴素贝叶斯、 k 近邻学习器等， 这样的基学习器称为稳定基学习器(stable

base learner)，对此类基学习器进行集成往往需使用输入属性扰动等其他机制.
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子空间一般指从初始的

高维属性空间投影产生的

低维属性空间，描述低维
空间的属性是通过初始属

性投影交换而得，未必是
初始属性参见第 10 章.

d' 小于初始属性数 d.

几包含 d' 个随机选取

的属性• Dt 仅保留几中
的属性

ECOC 参见 3.5 节，
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·输入属性扰功

训练样本通常由一组属性描述，不同的"子空间" (subspace，即属性子

集)提供了观察数据的不同视角.显然7 从不同子空间训练出的个体学习器必然

有所不同.著名的随机子空间(random subspace)算法 [Ho， 1998] 就依赖于输入

属性扰动，该算法从初始属性集中抽取出若干个属性子集，再基于每个属性子

集训练一个基学习器，算法描述如图 8.11 所示.对包含大量冗余属性的数据，

在子空间中训练个体学习器不仅能产生多样性大的个体，还会因属性数的减少

而大幅节省时间开销，同时?由于冗余属性多，减少一些属性后训练出的个体学

习器也不至于太差.若数据只包含少量属性，或者冗余属性很少?则不宜使用输

入属性扰动法.

输入:训练集 D = {(Xl , Yl) , (X2 ， 的) ,… , (Xm ,Ym)}; 
基学习算法f;;
基学习器数 T;
子空间属性数 d'.

过程:
1: for t = 1,2, . . . ,T do 
2:λ = RS(D ，的
3: Dt = Mapλ (D) 
4: ht = 5:.(Dt ) 
5: end for 

输出: H(x) = a叩nax L;;=l][(ht (MapFt (x)) = ν) 
yEY 

图 8.11 随机子空间算法

·输出表示扰动

此类做法的基本思路是对输出表示进行操纵以增强多样性.可对训练样本

的类标记稍作变动，如"翻转法" (Flipping Output) [Breiman, 2000] 随机改变

一些训练样本的标记;也可对输出表示进行转化，如"输出调制法" (Output 

Smearing) [Breiman, 2000] 将分类输出转化为回归输出后构建个体学习器;

还可将原任务拆解为多个可同时求解的子任务，如 ECOC 法 [Dietterich and 

Bakiri, 1995] 利用纠错输出码将多分类任务拆解为一系列二分类任务来训练基

学习器.

·算法参数扰葫

基学习算法一般都有参数需进行设置，例如神经网络的隐层神经元数、初

始连接权值等?通过随机设置不同的参数?往往可产生差别较大的个体学习器.
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这个现象的严格表述是

"为什么 AdaBoost 在训
练误差达到零之后继续训
练仍能提高泛化性能" . 

若一直训练下去，过拟合

最终仍会出现
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例如"负相关法" (Negative Correlation) [Liu and Yao, 1999] 思式地通过正则

化项来强制个体神经网络使用不同的参数.对参数较少的算法，可通过将其学

习过程中某些环节用其他类似方式代替?从而达到扰动的目的，例如可将决策

树使用的属性选择机制替换成其他的属性选择机制.值得指出的是，使用单一

学习器时通常需使用交叉验证等方法来确定参数值，这事实上已使用了不同参

数训练出多个学习器，只不过最终仅选择其中一个学习器进行使用，而集成学

习则相当于把这些学习器都利用起来;由此也可看出，集成学习技术的实际计

算开销并不比使用单一学习器大很多.

不同的多样性增强机制可间时使用，例如 8.3.2 节介绍的随机森林中同

时使用了数据样本扰动和输入属性扰动，有些方法甚至同时使用了更多机制

[Zho叽 2012].

8.6 阅读材料

集成学习方面的主要推荐读物是 [Zhou， 2012]，本章提及的所有内容在

该书中都有更深入详细的介绍. [Kuncheva, 2004; Rokach, 2010b] 可供参考.

[Schapire and Freu时， 2012] 则是专门关于 Boosting 的著作.

Boosting 源于 [Schapire ， 1990] 对 [Kearns and Valiant , 1989] 提出的"弱

学习是否等价于强学习"这个重要理论问题的构造性证明.最初的 Boosting

算法仅有理论意义，经数年努力后 [Freund and Schapire, 1997] 提出 AdaBoost ，

并因此获得理论计算机科学方面的重要奖项一一哥德尔奖.不同集成学习力·

法的工作机理和理论性质往往有显著不同，例如从偏差-jJ差分解的角度看，

Boosting 主要关注降低偏差，而 Bagging 主要关注降低方差. MultiBoosting 

[Webb , 2000] 等方法尝试将二者的优点加以结合.关于 Boosting 和 Bagging 己

有很多理论研究结果，可参阅 [Zhou ， 2012] 第 2~3 章.

8.2 节给出的 AdaBoost 推导源于"统计视角" (statistical view) [Fried­

man et 此， 2000]，此派理论认为 AdaBoost 实质上是基于加哇模型(additive

model)以类似牛顿选代法来优化指数损失函数.受此启发，通过将迭代优化过

程替换为其他优化方法，产生了 GradientBoosting [Friedma凡 2001] 、 LPBoost

[Demiriz et al., 2008] 等变体算法.然而?这派理论产生的推论与 AdaBoost 实际

行为有相当大的差到 [Mease and Wyner, 2008]，尤其是它不能解释 AdaBoost

为什么没有过拟合这个重要现象，因此不少人认为，统计视角本身虽很有意义，

但其阐释的是一个与 AdaBoost 相似的学习过程而并非 AdaBoost 本身"间

隔理论" (margin theory) [Schapire et al., 1998] 能直观地解释这个重要现象?



8.6 阅读材料

对并行化集成的修剪亦

称"选择性集成" (selec­
tive ensemble)，但现在一
般将选择性集成用作集成

修剪的同义语，亦称"集
成选择" (ensemble selec­

tion). 
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但过去 15 年中一直存有争论，直到最近的研究结果使它最终得以确立，井对新

型学习;枉法的设计给出了启示;相关内容可参阅 [Zhou， 2014]. 

本章仅介绍了最基本的几种结合方法，常见的还有基于 D-S 证据理论的方

法、动态分类器选择、混合专家(mixture of experts) 等.本章仅介绍了成对型

多样性度量 [Kuncheva and Whitaker, 2003; Tang et al., 2006] 显示出，现有

多样性度量都存在显著缺陷.如何理解多样性，被认为是集成学习中的圣杯问

题.关于结合方法和多样性方面的内容?可参阅 [Zhou ， 2012] :第 4"，5 章.

在集成产生之后再试图通过去除一些个体学习器来获得较小的集戚，称

为集成修剪(ensemble pruning). 这有助于减小模型的存储开销和预测时间开

销.早期研究主要针对序列化集成进行，减小集成规模后常导致泛化性能下降

[Rokach, 2010a]; [Zhou et al., 2002] 揭示出对并行化集成进行修剪能在减小规

模的同时提升泛化性能，并催生了基于优化的集成修剪技术.这方面的内容可

参阅 [Zhou ， 2012] :第 6 章，

关于聚类、半监督学习、代价敏感学习等任务中集成学习的内容?可参阅

[Zhou, 2012] 第 7"，，8 章.事实上，集成学习己被广泛用于几乎所有的学习任务.

著名数据挖掘竞赛 KDDCup 历年的冠军儿乎都使用了集成学习.

由于集成包含多个学习器，即使个体学习器有较好的可解释性，集成仍是

黑箱模型.已有一些工作试图改善集成的可解释性，例如将集成转化为单模

型、从集成中抽取符号规则等，这方面的研究衍生出了能产生性能超越集成

的单学习器的"二次学习" (twice-learning)技术，例如 NeC4.5 算法 [Zhou and 

Jia吨， 2004]. 可视化技术也对改善可解释性有一定帮助.可参阅 [Zhou， 2012] 

第 8 章.
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西~数据集 3.0a 几 p.89

表 4.5

第 8 章集成学习

习题

8.1 假设抛硬币正面朝上的概率为 p， 反面朝上的概率为 1-p. 令 H(n)

代表抛 n 次硬币所得正面朝上的次数，则最多 k 次正面朝上的概率为

k 

P(H(n)";; k) = ε(7)扩 (1-pt→ (8.43) 
i=O 

对 8 > 0, k = (p - 8)n， 有 Hoeffding 不等式

P(H (n) ,,;; (p - 8) n) ,,;; e-282n . (8 .44) 

试推导出式(8.3).

8.2 对于 0/1 损失函数来说3 指数损失函数井非仅有的一致替代函数.考

虑式(8.5)，试证明:任意损失函数 f(- f(æ)H(æ)) ， 若对于 H(æ) 在区

问[一∞， 8] (8 > 0) 上单调递减，则 E 是 0/1 损失函数的一致替代函数.

8.3 从网上下载或自己编程实现 AdaBoost，以不剪枝抉策树为基学习器，

在西瓜数据集 3.0α 上训练一个 AdaBoost 集成，并与图 8.4进行比较.

8.4 GradientBoosting [Friedman, 2001] 是一种常用的 Boosting 算法，试

析其与 AdaBoost 的异同.

8.5 试编程实现 Bagging，以决策树桩为基学习器，在西瓜数据集 3.0α 上

训练一个 Bagging 集戚，井与图 8.6 进行比较.

8.6 试析 Bagging 通常为何雄以提升朴素贝叶斯分类器的性能.

8.7 试析随机森林为何比决策树 Bagging 集成的训练速度更快.

8.8 MultiBoosting 算法 [Webb， 2000] 将 AdaBoost 作为 Bagging 的基学

习器， Iterative Bagging 算法 [Breiman， 2001b] 则是将 Bagging 作为

AdaBoost 的基学习器.试比较二者的优缺点.

8.9* 试设计一种可视的多样性度量，对习题 8.3 和习题 8.5 中得到的集成

进行评估，并与 κ-误差圈比较.

8.1伊 试设计一种能提升 k 近邻分类器性能的集成学习算法.
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休息一会儿

小故事:老当益壮的李奥·布瑞曼

李奥·布瑞曼 (Leo Breiman, 1928-2005) 是二十世纪

伟大的统计学家.他在二十世纪末公开宣称， 统计学界把

统计搞成了抽象数学，这偏离了初衷，统计学本该是关于预

测、解释和处理数据的学问.他自称与机器学习走得更近，

因为这一行是在处理有挑战的数据问题.事实上，布瑞曼是

一位卓越的机器学习学家，他不仅是 CART 决策树的作者， 还对集成学习有三

大贡献: Bagging、 随机森林以及关于 Boosting 的理论探讨.有趣的是，这些都

是在他 1993 年从加州大学伯克利分校统计系退休后完成的.

布瑞曼早年在加州理工学院获物理学士学位，然后打算到哥伦比亚大学念

哲学，但哲学系主任告诉他，自己最优秀的两个博士生没找到工作，于是布瑞曼

改学数学，先后在哥伦比亚大学和加州大学伯克利分校获得数学硕士、博士学

位. 他先是研究概率论，但在加州大学洛杉矶分校(UCLA)做了 7年教授后他厌

倦了概率论，于是主动辞职.为了向概率论告别，辞职后他把自己关在家里半年

写了本关于概率论的书，然后他到工业界做了 13 年咨询，再回到加州大学伯克

利分校统计系做教授.布瑞曼的经历极为丰富，他曾在 UCLA 学术假期间主动

到联合国教科文组织工作，被安排到非洲利比里亚统计失学儿童数.他是一位

业余雕塑家，甚至还与人合伙在墨西哥开过制冰厂.他自认为一生最重要的研

究成果 随机森林，是 70 多岁时做出来的.



常见的无监督学习任

务还有密度估计 (densi­
ty estimation)、异常检测
(anomaly detection) 等.

对聚类算法而言，样本
簇亦称"类"

聚类任务中也可使用有

标记训练样本，如 9.4.2 与

13.6 节，但样本的类标记

与聚类产生的簇有所不同

第 9章聚类

9.1 聚类任务

在"无监督学习" (unsupervised learning)中，训练样本的标记信息是未

知的?目标是通过对无标记训练样本的学习来揭示数据的内在性质及规律，为

进一步的数据分析提供基础.此类学习任务中研究最多、应用最广的是"聚

类" (clustering). 

聚类试图将数据集中的样本划分为若干个通常是不相交的子集，每个子集

称为一个"簇" (cluster). 通过这样的划分，每个簇可能对应于一些潜在的概

念(类别)，如"浅色瓜" "深色瓜"，"有籽瓜" "无籽瓜"，甚至"本地瓜"

"外地瓜"等;需说明的是，这些概念对聚类算法而言事先是未知的，聚类过程

仅能自动形成簇结构，簇所对应的概念语义需由使用者来把握和命名.

形式化地说，假定样本集 D = {X1 ， 的，...， Xm} 包含 m 个无标记样本，

每个样本 Xí = (Xí1; Xí2;... ; Xín) 是一个 n 维特征向量，则聚类算法将样本

集 D 划分为 k 个不相交的簇 {Gl I l = 1 ， 2;... ，时，其中 Gl' 凡，并IGI = ø 
且 D = U7=1 Gl. 相应地，我们用与 ε{1， 2，...，的表示样本町的"簇标
记" (cluster label) ，即 Xj εCλ3 于是，聚类的结果可用包含 m 个元素的簇标

记向量 λ=(λ1;λ2;... ;Àm) 表示.

聚类既能作为一个单独过程，用于找寻数据内在的分布结构，也可作为分

类等其他学习任务的前驱过程.例如，在一些商业应用中需对新用户的类型进

行判别， {且定义"用户类型"对商家来说却可能不太容易，此时往往可先对用

户数据进行聚类，根据聚类结果将每个簇定义为一个类，然后再基于这些类训

练分类模型，用于判别新用户的类型.

基于不同的学习策略，人们设计出多种类型的聚类算法.本章后半部分将

对不同类型的代表性算法进行介绍，但在此之前，我们先讨论聚类算法涉及的

两个基本问题一一性能度量和距离计算.

9.2 性能度量

聚类性能度量亦称聚类"有效性指标" (validity index). 与监督学习中的
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监督学习中的性能度量

参见 2.3 节

有忖口将领域专家给出的

划分结果作为参考模型

通常 k 并 S.

第 9章聚类

性能度量作用相似，对聚类结果，我们需通过某种性能度量来评估其好坏;另一

方面，若明确了最终将要使用的性能度量，则可直接将其作为聚类过程的优化

目标，从而更好地得副符合要求的聚类结果.

聚类是将样本集 D :lG~分为若干互不相交的子集，即样本簇.那么，什么

样的聚类结果比较好呢?直观上看，我们希望"物以类聚"，即同一簇的样本

尽可能彼此相似7 不同簇的样本尽可能不同.换言之，聚类结果的"簇内相似

度" (intra-cluster similarity)高且"簇间相似度" (inter-cluster similarity)低.

聚类性能度量大致有两类. 一类是将聚类结果与某个"参考模

型" (reference model)进行比较，称为"外部指标" (external i丑dex); 另一

类是直接考察聚类结果而不利用任何参考模型，称为"内部指标" (internal 

index). 

对数据集 D = {æl ， æ2 ，...， æm}，假定通过聚类给出的簇划分为 C = {Cl , 
C2 ， … ， Ck} ， 参考模型给出的簇划分为 C* = {q, 02 ,..., C;}. 相应地，令 λ 与

Y 分别表示与 C 和伊对应的簇标记向量.我们将样本两两配对考虑，定义

α=1881 ， 88 = ((æi ,æj) 1 沁=入j ， λ;=λ; ， i < j)} , (9.1) 

b =18DI , 8D = {(酌， æj) 1 沁=与， λ; 并 λ; ， i<j)} ， (9.2) 

C 口 ID81 ， D8 = {(æi,æj) 1λ4 并 λJ'λ;1λ; ， i<j)} ， (9功

d =IDDI , DD = {(æi , Xj) 1 沁并与， λ; 并巧， i < j)} , (9.4) 

其中集合 88 包含了在 C 中隶属于相同簇且在 F 中也隶属于相闹簇的样

本对，集合 8D 包含了在 C 中隶属于相同簇但在 F 中隶属于不同簇的样本

对，……由于每个样本对(町，町) (i < j) 仅能出现在→个集合中，因此有
α +b+ c+ d = m(m-1)/2 成立.

基于式(9.1 )"'(9.4)可导出下面这些常用的聚类性能度量外部指标:

• Jaccard 系数(J accard Coefficient，简称 JC)

JC 二一一旦一一.
α +b+c 

• FM 指数(Fowlkes and Mallows lndex，简称 FMI)

(9.5) 

(9.6) 



9.3 距离计算

距离越大则样本的相似

度越低;距离计算见下节

• Rand 指数(Rand Index，简称 RI)

2(α +d) 
RI= 一一一一一m(m -1) . 

显然，上述性能度量的结果值均在 [0 ， 1] 区间，值越大越好.

考虑聚类结果的簇划分 C={C1， C2 ， …， Ck}，定义
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(9.7) 

vg(C)=2 〉:di的(Xi ， Xj) , (9.8) ICI(IOI - 1) 臼l';;i<川I --~-\-L'-J 

diam(C) = m缸l';;i哨101 dist(Xi , Xj) , (9.9) 

dmin(Ci ， 马) = min面乱ξOi ，XjEOj dist(Xi , Xj) , (9.10) 

dcen(Ci, Cj ) = dist(灼， μj) , (9.11) 

其中， dist(-，.)用于计算两个样本之间的距离;μ 代表簇 C 的中心点 μ=

古艺以101 Xi 显然， avg(C) 对应于簇 C 内样本间的平均距离， dia叫C) 对

应于簇 C 内样本间的最远距离， dmin(Ci, Cj) 对应于簇 Ci 与簇 Cj 最近样本间

的距离， dcen(Ci ， Cj ) 对应于簇 Ci 与簇句中心点间的距离.

基于式(9.8) ，，-， (9.11)可导出下面这些常用的聚类性能度量内部指标:

• DB 指数(Davies-Bouldin Index，简称 DBI)

忐 (aNg(Ci ) 十 avg(Cj ) \ 
DBI= 一) :m~ I -'O~-'II.'. -:.O~-JI ) . (9.12) 

kξ台1

• Du皿nr丑l 指数(ρDunn Index兀7 简称 DI日) 

r ~:_ ( dmin(Ci，马)飞 lDI = _min. i m~ 1_____~lllll1 \-~;~~llrr\ ) ~ • (9.13) l-'Tii: \maxω';;kdiam(CI)) J 
显然， DBI 的值越小越好，而 DI 则相反，值越大越好.

9.3 距离计算

对函数 dist(. ， .)，若它是一个"距离度量" (distance measure)，则需满足一

些基本性质:

非负性: dist(Xi,Xj) ~ 0 ; 

同一性: di的(Xi ， 的)=。当且仅当 Xi = Xj ; 

(9.14) 

(9.15) 
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直递性常被直接称为

"三角不等式"

第 9章聚类

对称'性: dist(酌，的) = dist(xj , Xi) ; 

直递性: dist(Xi , Xj) ~ dist(Xi , Xk) + dist(饵，的) . 

(9.16) 

(9.17) 

给定样本 Xi = (Xi1; 的2;... ;Xin) 与的 (Xjl; Xj2; . • . ; Xjn) ， 最常用的是

"闵可夫斯基距离" (Minkowski distance) 

式(9.18)即为町的的 (..!':_ \ 
叭数 Ilæi 一的 IIp. distm巾们的)=!汇 IXiu - Xjul P 1 . (9.18) 

P 叶∞时则得到切比雪
夫距离

亦称"街区距离" (city 
block distance) 

连续属性亦称"数值属

性" (numerical att巾ute) ，

"离散属性"亦称"列名
属性" (nominal attribute) 

样本类别已知时 k 通常

设置为类别数

对 p 注 1，式(9.18)显然满足式(9.14)"'(9.17)的距离度量基本性质.

p=2 时，闵可夫斯基距离即欧氏距离(Euclidean distance) 

disted(Xi ,Xj) = Ilxi 一的 112 = fJ~二|如一 Xjul 2 . (9.19) 

p=l 时，闵可夫斯基距离即曼哈顿距离(Manhattan distance) 

distman (町，町) == Ilxi - Xjlll =艺 IXiu 一切 1 . (9.20) 

我们常将属性划分为"连续属性" (continuous attribute)和"离散属

性" (categorical attribute)，前者在定义域上有无穷多个可能的取值，后者在定

义域上是有限个取值.然而，在讨论距离计算时，属性上是否定义了"序"关

系更为重要.例如定义域为 {1 ， 2 ， 3} 的离散属性与连续属性的性质更接近一些，

能直接在属性值上计算距离 "1" 与 "2" 比较接近、与 "3" 比较远，这样的

属性称为"有序属性" (ordinal attribute); 而定义域为{飞机，火车，轮船}这样

的离散属性则不能直接在属性值上计算距离，称为"无序属性" (non-ordinal 

attribute) .显然，闵可夫斯基距离可用于有序属性.

对无序属性可采用 VDM (Value Difference Metric) [Stanfill and Waltz , 

1986]. 令 mu，a 表示在属性 u 上取值为 α 的样本数， mu，a， i 表示在第 4 个样本簇

中在属性 u 上取值为 α 的样本数， k 为样本簇数，则属性 u 上两个离散值 α 与 b

之间的 VDM 距离为

V叫 (9.21 ) 



9.3 距离计算

参见 10.6 节

这个例子中，从数学上
看，令 d3 = 3 即可满足直
逆性; 但从语义上看，也 应

远大于 dl 与 d2
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于是，将闵可夫斯基距离和 VDM 结合即可处理混合属性.假定有 nc 个有

序属性、 n -nc 个无序属性?不失一般性，令有序属性排列在无序属性之前，则

MinkovDMp(Xi, X j) = I L IXiu - Xju lP + 三二 VDMp(Xiu , Xju) I 
\u= l u=nc+ l / 

(9.22) 

当样本空间中不同属性的重要性不同时，可使用"加权距离" (weighted 

distance). 以加权闵可夫斯基距离为例:

distwmk(X'i , Xj) = (ωl' IXil - Xj l lP + '" +ωπ |ztn-zjn |P )i ， (923) 

其中权重叫:;;， 0 (i = 1 ， 2，，，，， n) 表征不同属性的重要性， 通常 汇乙1 叫 =1

需注意的是，通常我们是基于某种形式的距离来定义 "相似度度

量" (similarity measure)，距离越大，相似度越小.然而，用于相似度度量的

距离未必一定要满足距离度量的所有基本性质，尤其是直递性(9.17) ， 例如在

某些任务中我们可能希望有这样的相似度度量"人" "马" 分别与 "人马"

相似，但"人"与"马"恨不相似;要达到这个目的，可以令 "人" "马"与

"人马"之间的距离都比较小7 但"人"与"马"之间的距离很大， 如图 9.1 所

示7 此时该距离不再满足直递性;这样的距离称为"非度量距离"(non-metric

distance). 此外，本节介绍的距离计算式都是事先定义好的?但在不少现实任

务中7 有必要基于数据样本来确定合适的距离计算式，这可通过 "距离度量学

习 " (distance metric learning)来实现.

有 口 7 专访
d1 十 d2 < d3 

不满足直递性

图 9.1 非度量距离的一个例子
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"原型"是指样本空间
中具有代表性的点.

p.89 的西Jf>-数据集 3.0白

是西瓜数据集 4.0 的子集

样本 9~21 的类别是

"好瓜=否"其他样本
的类别是"好瓜=走"
由于本节使用元标记样本，
因此类别标记信息末在表
中给出

第 9章聚类

9.4 原型聚类

原型聚类亦称"基于原型的聚类" (prototype~ based clustering)) 此类算法

假设聚类结构能通过一组原型刻画，在现实聚类任务中极为常用.通常情形下，

算法先对原型进行初始化，然后对原型进行迭代更新求解.采用不同的原型表

示、不同的求解方式?将产生不同的算法.T面介绍几种著名的原型聚类算法-

9.4.1 k 均值算法

给定样本集 D = {Xl) 的，... ,xm} , "k 均值" (k-means )算法针对聚类所

得簇划分 C = {C1, C2 ,..., Ck} 最小化平方误差 ι

E=LL Ilx 一队 IIL
i=l æEGi 

(9.24) 

其中队=甘il LæEGi X 是簇 q 的均值向量.直观来看?式(9.24) 在一定程度上

刻画了簇内样本围绕簇均值向量的紧密程度， E 值越小则簇内样本相似度越高.

最小化式(9.24)并不容易，找到它的最优解需考察样本集 D 所有可能的簇

划分，这是一个 NP 难问题[Aloise et al., 2009]. 因此， k 均值算法采用了贪心策

略，通过迭代优化来近似求解式(9.24). 算法流程如图 9.2 所示3 其中第 1 行对

均值向量进行初始化7 在第 4-8 行与第 9一16 行依次对当前簇划分及均值向量选

代更新?若迭代更新后聚类结果保持不变，则在第 18 行将当前簇划分结果返回.

下面以表 9.1 的西瓜数据集 4.0 为例来演示 k 均值算法的学习过程.为方

便叙述，我们将编号为 4 的样本称为酌，这是一个包含"密度"与"含糖率"

两个属性值的二维向量.

表 9.1 西瓜数据集 4.0

编号 密度 含糖率 编号 密度 含糖率 编号 密度 含糖率

1 0.697 0.460 11 0.245 0.057 21 0.748 0.232 
2 0.774 0.376 12 0.343 0.099 22 0.714 0.346 
3 . 0.634 0.264 13 0.639 0.161 23 0.483 0.312 
4 0.608 0.318 14 0.657 0.198 24 0.478 0.437 
5 0.556 0.215 15 0.360 0.370 25 0.525 0.369 
6 0.403 0.237 16 0.593 0.042 26 0.751 0.489 
7 0.481 0.149 17 0.719 0.103 27 0.532 0.472 
8 0.437 0.211 18 0.359 0.188 28 0.473 0.376 
9 0.666 0.091 19 0.339 0.241 29 0.725 0.445 
10 0.243 0.267 20 0.282 0.257 30 0.446 0.459 



9.4 原裂聚类

为避免运行时间过长，

通常设置一个最大运行轮
数或最小调整幅度闽佳，

若达到最大轮数或调整幅

度小于阂值，则停止运行.

输入:样本集 D = {X1 ， 的 ，...， Xm };
聚类簇数 k.

过程:
1: 从 D 中随机选择 k 个样本作为初始均值向量 {μ1 ，的，...， 1Lk} 
2: repeat 
3: 令 Ci = ø (1ζi ~ k) 
4: forj = 1, 2, . . . ,m do 
5: 计算样本 Xj 与各均值向量 μi (1ζi ~ k) 的距离: dji = 11♂3 向 112;
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6: 根据距离最近的均值向量确定町的簇标记:λj = argmi川E{1 ， 2 ，...， k} dji ; 

7: 将样本叫划入相应的簇:Cλj =Cλj U{Xj}; 
8: end for 
9: for i = 1,2,… ,k do 

10: 计算新均值向量:μ;= 古 L:æECi X; 

11: ifμ; 并 μi then
12: 将当前均值向量 μs 更新为 μ;
13: else 
14: 保持当前均值向量不变
15: end if 
16: end for 
17: until 当前均值向量均未更新

输出:簇划分 C={C1 ， C2γ •• ,Ck} 

固 9.2 k 均值算法

假定聚类簇数 k= 3 ， 算法开始时随机选取三个样本 X6 ， X12 , X27 作为初始
均值向量，即

μ1 = (0剧3; 0.237) ， μ2 = (0.343; 0.099) ， μ3 = (0.532; 0.472) 

考察样本 X1 = (0.697; 0.460)，它与当前均值向量 μ1，的?向的距离分别为

0.369 , 0.506 , 0.166，因此 X1 将被划入簇 C3中.类似的，对数据集中的所有样本

考察一遍后，可得当前簇划分为

01 = {X5 ， X6 ， 酌 ， X8 , X9 , X lQ, X13 , X14 , X15 , X17 , X18 , X19 , X20 , X23}; 

02 = {X l1, X12 , X16}; 

03 = {X1 , X2 , X3 , X4 , X21 , X22 , X24 , X25 , X26 , X27 , X28 , X29 , X30}' 

于是，可从 01 、 O2 、 03 分别求出新的均值向量

μ~ = (0.473; 0.214) ， μ~ = (0.394; 0.066) ， μ~ = (0.623; 0.388) . 

更新当前均值向量后，不断重复上述过程，如图 9.3 所示，第五轮迭代产生的结

果与第四轮迭代相同，于是算法停止，得到最终的簇划分.



类聚第 9 章204 

0.8 0.8 

0.9 0.8 

/儿/t
+ . .........:~.~. .... ...: _. 

\ j· "·.df :/二:

密度

(b) 第二轮迭代后

0.7 

0.6 

d
肯
悔
带
ι
甲

，......... ..... … .~ .. . . . 
... . 、...._;'.. . + . ‘ . 

. ....;.. . 
、 . .. ....::::... . 

• • ....::... . 1 • + . 、
" . --' . . . 

.，，， 黑 ·

0.7 

0.6 

ooo 
d
叶
咀
嚼
也

0.2 

0.1 

0.9 0.8 0.7 

密度

(a) 第一轮迭代后

0.4 0.3 0.2 

0.2 

0.1 

0.8 0.8 

+ 

.. •• 

. 
. 

0.7 

0.6 

M
市
农
ι中

。.2

.'~ 
飞 . . 一
飞 . • 

+ 
....... .....川、飞 . . 如

...、 ι ...... 
二 · 耳 ·./·.γ~点.... 正

· /J.·' · 
/4.4 i 

- 、.飞 . ...: 
0.6 

0.7 

0.6 

d
骨
赛
尔

0.2 

0.9 0.8 0.7 

密度

(d) 第四轮迭代后

0.4 0.2 

。 1

0.9 0.8 。.7

密度

(c) 第二轮迭代后

0.4 0.3 0.2 

0.1 

图 9.3 西瓜数据集 4.0 上 k 均值算法(k = 3)在各轮迭代后的结果. 样本点与均值向

量分别用"."与"十"表示，红色虚线显示出簇划分.

9.4.2 学习向量量化

与 k 均值算法类似，"学习向量量化" (Learning Vector Quantization，简

称 LVQ)也是试图找到一组原型向量来刻画聚类结构， 但与一般聚类算法不同

的是， LVQ 假设数据样本带有类别标记，学习过程利用样本的这些监督信息来

辅助聚类.

可看作通过聚类来形成
类别 "子类"结构，每个

子类对应一个聚类簇

给定样本集 D = {(Xl , Yl ), (X2 ， 的)，... ， (Xm , Ym)} ， 每个样本的是由 η 个

属性描述的特征向量 (Xjl; Xj2 ;. ..; 句n) ， 的 εy 是样本町的类别标记. LVQ 的

目标是学得一组 η 维原型向量 {Pl ，酌，. . . ， pq} ， 每个原型向量代表一个聚类簇，

簇标记 ti ε y.

LVQ 算法描述如图 9 .4 所示. 算法第 1 行先对原型向量进行初始化?例如

对第 q 个簇可从类别标记为 tq 的样本中随机选取一个作为原型向量. 算法第



9.4 原型聚类

æj 与 p俨的类另，]相同

æj 与 p俨的类另，]不同

如达到最大迭代轮数-

第 5 行是竞争学习的
"胜者为王"策略.SOM
是基于元标记样本的聚类

算法，而 LVQ 可看作 SOM
基于监督信息的扩展.关
于竞争学习与 SOM，参见
5.5.2 和 5.5.3 节.

输入:样本集 D={(Xl'Yl) ，(哟，的)，... , (Xm , Ym)}j 

原型向量个数 q ， 各原型向量预设的类别标记 {tl工2 ，...， tq}j
学习率 ηε(0， 1).

过程:
1: 初始化一组原型向量 {Pl ， P2 ，...， Pq}
2: r唱peat

3: 从样本集D 随机选取样本 (Xj ， Yj)j
4: 计算样本 Xj 与防 (1 ~ i ~ q) 的距离: dji = Ilxj -pil12j 
5: 找出与的距离最近的原型向量pvj*=argmin促{1 ，2，...，q} djij 
6: if Yj = t俨 then

7: p'=p俨十 η . (Xj - P俨)
8: else 
9: p' = P俨一 η . (Xj - P俨)

10: end if 
11: 将原型向量p俨更新为 4
12: until 满足停止条件

输出:原型向量 {Pl ， 扭，... ,Pq} 

固 9.4 学习向量量化算法
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2 ，，-， 12 行对原型向量进行迭代优化.在每一轮选代中，算法随机选取一个有标记

训练样本，找出与其距离最近的原型向量，井根据两者的类别标记是否一致来

对原型向量进行相应的更新.在第 12 行中，若算法的停止条件已满足(例如己

达到最大迭代轮数，或原型向量更新很小甚至不再更新)，则将当前原型向量作

为最终结果返回.

显然， LVQ 的关键是第 6-10 行，即如何更新原型向量.直观上看?对样本

Xj ， 若最近的原型向量 p俨与町的类别标记相同，则令 p俨向 Xj 的方向靠拢，

如第 7 行所示，此时新原型向量为

p' =p俨 +η. (的 -p俨) , (9.25) 

p' 与 Xj 之间的距离为

IIp' ♂jl12 = IIp俨 +η . (Xj … P俨)的 112

= (1 一 η)'llp俨一的 112 . (9.26) 

令学习率 ηε(0 ， 1)，则原型向量 p俨在更新为 p' 之后将更接近 Xj.

类似的，若的*与町的类别标记不同，则更新后的原型向量与 Xj 之间的

距离将增大为 (1 +η) .llp俨 -XjI12' 从而更远离 Xj.

在学得一组原型向量{酌，的，. .川 pq} 后，即可实现对样本空间 X 的簇划
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若将战中样本会用原

型向量 Pi 表示，则可实
现数据的"有损压缩"

(Iossy com pr.臼sion)，这称

为"向受量化" (vector 
quantizat旧时; LVQ 由此而
得名，

即希望为"好瓜二是"

找到 3 个簇"好瓜=否"
找到 2 个簇

记为 æ~N(μ， E).

E国对称正之矩阵;

IEI: E 的平于~IJ 式;
E-1 : E 的逆矩阵.

第 9章聚类

分.对任意样本宿，它将被:1GIJ入与其距离最近的原型向量所代表的簇中;换言

之，每个原型向量如定义了与之相关的一个区域岛，该区域中每个样本与 Pi

的距离不大于它与其他原型向量酌'(tF 笋 i) 的距离，即

Ri = {x E X Illx -PiI12:( Ilx-p川 12 ， i' 并 i} . (9.27) 

由此形成了对样本空间 X 的簇划分{町 ， R2 ， … ， Rq} ， 该划分通常称为

"Voronoi剖分" (Voronoi tessellation). 

下面我们以表 9.1 的西瓜数据集 4.0 为例来演示 LVQ 的学习过程.令 9-21

号样本的类别标记为 C2，其他样本的类别标记为 Cl. 假起 q = 5，即学习目
标是找到 5 个原型向量 Pl ， 的，酌 ， P4 ， 酌，并假定其对应的类别标记分别为

Cl, C2 , C2 , Cl , Cl. 

算法开始时，根据样本的类别标记和簇的预设类别标记对原型向量进行随

机初始化，假定初始化为样本町， X12 , X18 , æ23 , æ29. 在第一轮迭代中，假定随
机选取的样本为 Xl ， 该样本与当前原型向量 Pb 酌，酌，如，民的距离分别为

0.283 , 0.506, 0.434, 0.260, 0.032. 由于 P5 与 Xl 距离最近且两者具有相同的类

别标记句，假定学习率 η= 0.1，则 LVQ 更新民得到新原型向量

p' =P5+ η . (Xl - P5) 

= (0.725; 0.445) + 0.1 . ((0.697; 0届0) - (0.725; 0.445)) 

= (0.722; 0.442) . 

将 P5 更新为 p' 后，不断重复上述过程?不同轮数之后的聚类结果如图 9.5 所示.

9.4.3 高斯混合聚类

与 k 均值、 LVQ 用原型向量来刻画聚类结构不同，高斯混合(Mixture-oι

Gaussian)聚类采用概率模型来表达聚类原型.

我们先简单回顾一干(多元)高斯分布的定义.对 η 维样本空间 X 中的随机

向量 x， 若 xR民从高斯分布，其橄率密度函数为

阳)=一÷Tej(zμ)TE-1 (æμ)
(2作)吉 1 :E 12

(9.28) 

其中 μ 是 η 维均值向量，:E是 η xn 的协方差矩阵.由式(9.28)可看出，高斯分

布完全由均值向量 μ 和协方差矩阵 Z 这两个参数确定.为了明确显示高斯分
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图 9.5 西~数据集 4.0 上 LVQ 算法(q = 5)在不同轮数迭代后的聚类结果. Cl , C2 类样
本点与原型向量分别用 ".

布与相应参数的依赖关系， 将概率密度函数记为 p(x I μ， ~) . 

我们可定义高斯混合分布

PM(X) = 汇αi . p(x I 抖 ， ~i) , (9.29) 

该分布共由 k 个混合成分组成， 每个混合成分对应一个高斯分布. 其中队 与

~i 是第 4 个高斯混合成分的参数， 而 αi > 0 为相应的"混合系数"(mixture

coefficient) ，艺工1 αi = 1 

假设样本的生成过程由高斯混合分布给出: 首先， 根据 α1 ， a2 ， .. . ， 何 定义

的先验分布选择高斯混合成分，其中 αz 为选择第 1 个混合成分的概率;然后，根

据被选择的混合成分的概率密度函数进行采样，从而生成相应的样本.
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极大似然估计参见 7.2
节.

EM 算法参见 7.6 节

若训练集 D = {X1 ， X2 ， … ， Xm} 由上述过程生成，令随机变量 Zj 巳 {1 ，

2,... ， k} 表示生成样本町的高斯混合成分?其取值未知.显然7 勺的先验概率

P(Zj = i) 对应于 αi(i=1 ， 2，… ， k). 根据贝叶斯定理?勺的后验分布对应于

P (Zj = i) . PM(Xj 1 勺= i) 
PM(Zj =i 1 Xj) = 

PM(Xj) 

αi . p(Xj 1 抖， :Ei) 

2二 αl' p(Xj 1 阳 ， :El) 

(9.30) 

换言之， PM(Zj = 川的)给出了样本 Xj 由第 t 个高斯混合成分生成的后验概

率.为方便叙述，将其简记为 γ'ji (i=1 ,2,..., k). 

当高斯混合分布(9.29) 己知时，高斯混合聚类将把样本集 D 划分为 k 个簇

C={C1 ， C2尸 •• ， Ck} ， 每个样本町的簇标记入3 如下确定:

与= argmaxγji . 
iE{lι . ，k} 

(9.31) 

因此，从原型聚类的角度来看7 高斯混合聚类是采用概率模型(高斯分布)对原型

进行刻画，簇划分则由原型对应后验概率确定.

那么，对于式(9.29) ，模型参数{(叫，抖， :Ei) 11ζi 运 k} 如何求解呢?显然?

给定样本集 D， 可采用极大似然估计，即最大化(对数)似然

q," qd QU 

\-atfF/ 

2 
μ
 

m 

\Ill-/'PA 

-qJ 问
向阳
k
艺
国

m
H
H
J叫
\

/
叫\
m
p

一
一
一
­

D L L 

常采用 EM 算法进行迭代优化求解.下面我们做一个简单的推导

若参数 {(ai ， J.Li , :Ei ) 1 1 以叫树式(9.32)最大化?则由非2= 。有

艺 KW 抖， :Ei ) LJ(zj一 μi) = 0 , 
j=l 艺 αl' p(的|阳 ， :E1) 

(9.33) 

由式(9.30)以及叮i = PM(Zj = 叫 Xj) ， 有
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何B

E二 γ1叫
μ. -一百γ一一一，

2: γ'jí 
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(9.34) 

即各混合成分的均值可通过样本加权平均来估计，样本权重是每个样本属于该

成分的后验概率.类似的，由辑严 =0 可得

2二 γ'ji(Xj 一问)(Xj 一 μí)T
~í = j=1 

2二 γjí
(9.35) 

对于混合系数句，除了要最大化 LL(D) ， 还需满足向~ 0, 2:~=1αi = 1.考虑
LL(D) 的拉格朗日形式

叫十λ(主α4 一 1)

其中 λ 为拉格朗日乘子.由式(9.36)对向的导数为 0，有

立 k p(Xj 1 川4) 十 λ=0 ，
j=l 2: α1. p(Xj 1 阳 ， ~l) 

两边同乘以句，对所有样本求和可知 λ =-m， 有

αi== 卢兰布，

即每个高斯成分的混合系数由样本属于该成分的平均后验概率确定.

(9.36) 

(9.37) 

(9.38) 

由上述推导即可获得高斯混合模型的日M 算法:在每步迭代中，先根据

当前参数来计算每个样本属于每个高斯成分的后验概率 γJi(E步)，再根据

式(9.34) 、 (9.35)和(9.38)更新模型参数{(向，向， ~í) 11ζi ~ k} (M步).

高斯混合聚类算法描述如图 9.6 所示算法第 1 行对高斯混合分布的模型

参数进行初始化.然后在第 2-12 行基于 EM 算法对模型参数进行选代更新.

若 EM 算法的停止条件满足(例如己达到最大法代轮数，或f以然函数 LL(D) 增
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EM 算法的 E步.

EM 算法的 M步

例如达到最大迭代轮数

输入:样本集 D={町，的?… ， Xm};
高斯混合成分个数 k.

过程:
1: 初始化高斯混合分布的模型参数{(句， μ毡， }";i) 1 1 ,,;; i ,,;; k} 
2: repeat 
3: for j = 1,2,..., m do 
4: 根据式(9.30)计算的由各混合成分生成的后验概率，即

γJ' 二 PM(Zj = i 1 æj) (1";; i ,,;; k) 
5: end for 
6: for i = 1, 2,..., k do 

7: 计算新均值向量:μ;= 主持正;

8: 计算新协方差矩阵:2;=21吃UJJZ3-U;
9: 计算新混合系数 α;=气'Yji • 

10: end 岛r

第 9章聚类

11: 将模型参数 {(α们的， }";i) 1 1 ,,;; i 运 k} 更新为{(叫，叫， }";D 11 运 i";; k} 
12: until 满足停止条件
13: Ci =θ(1 ,,;; iζ k) 
14: for j = 1, 2,... ,m do 
15: 根据式(9.31)确定的的簇标记 λj;
16: 将 æj 划入相应的簇: C>'j = C>'j U{æj} 
17: end for 

输出:簇划分 C 巳 {C1 ， 白 ，...， Ck}

国 9.6 高斯混合聚类算法

长很少甚至不再增长)，则在第 14-17 行根据高斯混合分布确定簇划分，在第 18

行返回最终结果.

以表 9.1 的西瓜数据集 4.0 为例，令高斯混合成分的个数 k = 3. 算法开始

时，假定将高斯混合分布的模型参数初始化为:α1 句 :α3=i;μ1 = :1:6, 

μ2=…3=时 21=22=23=(:;:1)
在第一轮迭代中，先计算样本由各混合成分生成的后验概率.以:1:1 为例，

由式(9.30)算出后验概率 γ11 = 0.219, 1'12 = 0 .404 ， γ13 = 0.377. 所有样本的后

验概率算完后，得到如下新的模型参数:

叫= 0.361 , a; = 0.323， α~ = 0.316 

μ~ = (0.491; 0.25日， μ; 二 (0.571; 0.281) ， μ~ = (0.534; 0.295) 

21=(::;;;;:;)Ji=(;:;:::17) , z•(:;;;;;:;) 
模型参数更新后，不断重复上述过程，不同轮数之后的聚类结果如图 9.7 所示.
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图 9.7 高斯混合聚类(k = 3)在不同轮数迭代后的聚类结果-其中样本簇 01， O2 与 03
中的样本点分别用 "0" ， "."与"血"表示，各高斯混合成分的均值向量用"斗"表示.

9.5 密度聚类

密度聚类亦称"基于密度的聚类" (density-based clustering)，此类算法假

设聚类结构能通过样本分布的紧密程度确定.通常情形下，密度聚类算法从样

本密度的角度来考察样本之间的可连接性，并基于可连接样本不断扩展聚类簇

以获得最终的聚类结果.

DBSCAN 是一种著君的密度粟类算法?它基于一组"邻域" (neigh­

borhood) 参数 (E ， M切Pts) 来刻画样本分布的紧密程度.给定数据集

D = {Xl ， 哟，...， Xm} ， 定义下面这几个概念:

• E-邻域:对句 ε D， 其 E-邻域包含样本集D 中与町的距离不大于 E 的样

本，即 N与 (Xj) = {Xi ε D I dist(酌 ， Xj) ::::;; E}; 
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密度直达关系通常不满
足对称性

密度可达关系满足立递

性，但不满足对称性.

密度相连关系满足对称

性目

D 中不属于任何簇的样

本被认为是噪声 (noise)或

异常(anomaly)样本

第 9章聚类

·核心对象(core object): 若屯的←邻域至少包含 MinPts 个样本，即

IN，ε(Xj)1 ? MinPts ， 则 37 是一个核心对象;

·密度直达(directly density晒reachable):若的位于叭的 e邻域中，且 Xi 是

核心对象，则称均由 Xi 密度直达;

·密度可达(density-reachable):对叫与 Xj ， 若存在样本序列 P1 ，的γ.. ，酌，

其中 P1 = Xi , Pn = 的且 Pi+1 由 Pi 密度直达，则称 Xj 由 Xi 密度可达;

.密度相连(density-connected) :对 Xi 与町，若存在 Xk 使得 Xi 与 Xj 均由

Xk 密度可达，则称 Xi 与 Xj 密度相连.

图 9.8 给出了上述概念的直观显示.

0 0 0 ...- - -......、

2变r.( λ3、 ---;.:--Ek h XA 

olVN:JJi川勺;
OY\/21 ,,\,J ,Jd) 

、马- -气:QEa;gL/y…b

图 9.8 DBSCAN 定义的基本概念(MinPts = 3): 虚线显示出←邻域， :1: 1 是核心对
象，的由:1:1 密度直达， X3 由:1:1 密度可i车，均与:1:4 密度相遥.

基于这些概念， DBSCAN 将"簇"定义为:由密度可达关系导出的最大的

密度相连样本集合.形式化地说，给定邻域参数 (E ， M切Pts) ， 簇 C Ç_ D 是满足

以下性质的非空样本子集:

连接性(connectivity): Xi ε C， Xj ξC 斗问与 Xj 密度相连 (9.39) 

最大性(maximality): xi ε C， Xj 由 Xi 密度可达丰町 ε C (9.40) 

那么，如何从数据集 D 中找出满足以上性质的聚类簇呢?实际上?若 m

为核心对象，由 z 密度可达的所有样本组成的集合记为 X 二 {X' ε DI

X' 由 z 密度可达}，则不难证明 X 即为满足连接性与最大性的簇.

于是， DBSCAN 算法先任选数据集中的一个核心对象为"种子" (seed) , 

再由此出发确定相应的聚类簇，算法描述如圈 9.9 所示.在第 1"，7 行中，算法

先根据给定的邻域参数 (E， MinPts) 找出所有核心对象;然后在第 10"，24 行中，

以任一模心对象为出发点，找出由其密度可达的样本生成聚类簇?直到所有核

心对象均被诗问过为止.
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输入:样本集 D 二 {Xl' 的尸 .， Xm};
邻域参数 (e， MinPts). 

过程:
1: 初始化核心对象集合:0= 正当
2: for j 工 1 ， 2，...， m do 
3: 确定样本町的←邻域 Nε(Xj);
4: if 1凡(的 )1 ;;;:: MinPts then 
5: 将样本 Xj 加入核心对象集合: 0 = OU{Xj} 
6: end if 
7: end for 
8: 初始化聚类簇数:k=O
9: 初始化未访问样本集合: f=D 

10: while 0 笋 o do 
11: 记录当前未访问样本集合: f o1d = f; 
12: 随机选取一个核心对象。 ε0，初始化队列 Q =< 0>; 
13: f = f \ {o}; 
14: while Q 笋 o do 
15: 取出队列 Q 巾的首个样本 q;
16: if IN，ε (q)以 MinPts then 
17: 令 t:l=N.ε (q) 门 r;
18: 将 A 中的样本加入队列 Q;
19: f = f \ t:l i 
20: end if 
21: end while 
22: k = k + 1，生成聚类簇 Ck = f o1d \f; 
23: O=O\Ck 
24: end while 

输出:簇划分 C = {Cl, C2 ,..., Ck} 

图 9.9 DBSCAN 算法

213 

以表 9.1 的西瓜数据集 4.0 为例，假定邻域参数 (ε ， MinPts) 设置为 ε=

0.11 , MinPts = 5. DBSCAN 算法先找出各样本的←邻域并确定核心对象集

合: D = {X3 ， X5 ， 町 ， X8 ， X9 , X13 , X14 , X18 , X19 , X24 , X25ι28 ， X29}. 然后，从。中

随VLj在取一个核心对象作为种子，找出由它密度可j辜的所有样J卒，这就构成了

第一个聚类簇.不失一般性，假定核心对象 X8 被选中作为种子，则 DBSCAN

生成的第一个聚类簇为

01 = {X6 ,X7 , X8 ,X lO, X12 ,X18 ,X19 ,X20 ,X23}' 

然后， DBSCAN 将 01 中包含的核心对象从 Q 中去除: D = D \ 01 = 

{哟，酌 ， X9 ， X13 , X14 , X24 , X25 , X28 , X29}. 再从更新后的集合。中随机选取一个
接心对象作为种子来生成下一个聚类簇.上述过程不断重复?直至。为主主圈

9.10 显示出 DBSCAN 先后生成聚类簇的情况.01 之后生成的聚类簇为
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(c) 生成聚类簇 C3

图 9.10 DBSCAN 算法(E = 0.11 , M inPts = 5)生成聚类簇的先后情况. 核心对象、
非核心对象、 嗓声样本分别用"." "0" "*"表示，红色虚线显示出簇划分.

C2 = {X3 ， X4 ， X5 ， x9 ， X13 ， X比 X16 ， X17 , X 21} , 

C3 = {町 ， X2 ， X比 X26 ， 的g} ; 

C4 = {X比 X25 ， X 27 , X28 , X 30 } . 

9 . 6 层次聚类

层次聚类(hierarchical clustering)试图在不同层次对数据集进行划分，从而

形成树形的聚类结构. 数据集的划分可采用"自底向上"的聚合策略，也可采

用 "自顶向下" 的分拆策略.

AGNES 是一种采用自底向上聚合策略的层次聚类算法.它先将数据集中

的每个样本看作一个初始聚类簇，然后在算法运行的每一步中找出距离最近的
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集合问价距离计算常
采用豪斯多夫距离 (Hau坠
dorff distance)，参几习题
9.2 

通常使用 dmin. dmax 

或 davg

初始化单样本采类簇

初始化聚类簇距离去E阵.

沪 < j* 
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两个粟类簇进行合并，该过程不断重复，直至达到预设的聚类簇个数.这里的关

键是如何计算聚类簇之间的距离.实际上7 每个簇是一个样本集合，因此，只需

采用关于集合的某种距离即可.例如，给定聚类簇 Ci 与巧，可通过下面的式子

来计算距离:

最小距离:d皿以Q， C)= pi贝_ dist(风 z) , 
æ，二C:i ，Z仨U3

(9.41) 

最大距离: dmax ( Ci , Cj ) = Iflax dist忡，抖， (9.42) 
_. æE三Ci ，ZE二Cj

平均距离 davg叫←时可ZZY叫

显然?最小距离由两个簇的最近样本决定，最大距离由两个簇的最远样本决定7
而平均距离则由两个簇的所有样本共同决定.当聚类簇距离由 dmin> dmax 或

输入:样本集 D = {X1 ,X2 ,… ,Xm}; 

聚类簇距离度量函数 d;
聚类簇数 k.

过程:
1: for j = 1, 2,…, mdo 
2: 乌兰 {Xj}
3: end for 
4: for i = 1, 2, . . . , m do 
5: for j = 1, 2,…, mdo 
6: M(i ,j) = d(Ci ， 马);
7: M (j, i) = M(ω) 
8: end for 
9: end for 

10: 设置当前聚类簇个数: q=m 
11: while q > k do 
12: 找出距离最近的两个聚类簇 C俨和 Cj*;
13: 合并 C俨和马*:Ci*=C俨 UCj*;
14: for j = j* + 1 ， j* 十 2，...， q do 
15: 将聚类簇乌重编号为 Cj - 1
16: end for 
17: 删除距离炬阵M 的第f 行与第f 列;
18: for j = 1,2, .. . ,q - 1 do 
19: M(俨 ， j)=d(Ci *♂j);
20: M(j， 俨)二 M(俨 ， j) 
21: end for 
22: q = q-1 
23: end while 

输出:簇划分 C = {C1 ,C2 ,..., Ck} 

图 9.11 AGNES J丰法
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西瓜数据集 4.0 几 p.202

的表 9.1
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davg 计算时， AGNES 算法被相应地称为"单链接" (single-linkage) 、 "全链

接" (complete-linkage) 或"均链接" (average-linkage)算法.

AGNES 算法描述如图 9.11 所示.在第 1-9 行，算法先对仅含一个样本的

初始聚类簇和相应的距离矩阵进行初始化;然后在第 11-23 行， AGNES 不断合

并距离最近的聚类簇，井对合并得到的聚类簇的距离矩阵进行更新;上述过程

不断重复?直至达到预设的聚类簇数.

以西瓜数据集 4.0 为例，令 AGNES 算法一直执行到所有样本出现在同一

个簇中，即 k= 1 ， 则可得到圈 9.12 所示的"树状国" (dendrogram)，其中每层

链接一组聚类簇.

0.7 

0.6 

。.5

幅i: 0.4 

E苦
想再

唱1( "' 
睛是 … 

0.2 

。 l

0.0 

样本编号

图 9.12 西瓜数据集 4.0 上 AGNES 算法生成的树状图{采用 dmax). 横轴对应于样本
编号?纵、轴对应于聚类簇距离.

在树状图的特定层次上进行分割，则可得到相应的簇划分结果.例如，以图

9.12 中所示虚线分割树状图 7 将得到包含 7 个聚类簇的结果:

C 1 = {æ!, æ26 , æ2g}; C2 = {æ2 , æ3 , æ4 , æ21 , æ22}; 

C3 = {æ23 , æ24 , æ25 ，♂27 ， æ28 , æ30}; C4 = {æ5 , æ7}; 

C 5 = {æ9 , æ13 , æ14 , æ16 ,æ17}; C6 = {æ6 ， æ8 ， æ山 æ15 ， æ18 , æ肌 æ20};

C 7 = {æ11 , æ12}. 
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将分割层逐步提升? 则可得到聚类簇逐渐减少的聚类结果. 例如图 9. 13 显

示出了从图 9.12 中产生 7至 4 个聚类簇的划分结果.
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图 9.13 西瓜数据集 4.0 上 AGNES 算法(采用 dmax)在不同聚类簇数(k = 7, 6, 5, 4)时
的簇划分结果.样本点用"."表示，红色虚线显示出簇划分.

9.7 阅读材料

聚类也许是机器学习中"新算法"出现最多 、 最快的领域 一个重要原因

是聚类不存在客观标准;给定数据集7 总能从某个角度找到以往算法未覆盖的

某种标准从而设计出新算法 [Estivill-Castro， 2002] . 相对于机器学习其他分支

来说， 聚类的知识还不够系统化?因此著名教科书 [Mitchell ， 1997] 中甚至没有

关于聚类的章节. 但聚类技术本身在现实任务中非常重要?因此本章勉强采用

了"列举式"的叙述方式?相较于其他各章给出了更多的算法描述关于聚类

例如同一堆水果， 既能

按大小， 也能按颜色， 甚至

能按产地聚类
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更多的内容，可参阅i这主方面的专门书籍和综述文章如 [Ja创i且 ar时二

Jain e创t al此.， 1999; Xu and Wunsch II, 2005; Jai且， 2009] 等

聚类性能度量除 9.2 节的内容外?常见的还有 F 值、互信息 (mutual

informatio丑)、平均廓宽 (average silhouette width) [且ousseeuw ， 1987] 等，可

参阅 [Jai且 and Dube日， 1988; Halkidi et a1., 2001; Maulik and Bandyopadhy，町，

2002]. 

距离计算是很多学习任务的核心技术.间可夫斯基距离提供了距离计算的

一般形式.除闵可夫斯基距离之外7 内积距离、余弦距离等也很常用， -pJ 参阅

[Deza and Deza, 2009]. MinkovDM 在 [Zhou and Yl飞 2005] 中正式给出.模式

识别、国像检索等涉及复杂语义的应用中常会涉及非度量距离 [Jacobs et a1., 

2000; Tan et al., 2009]. 距离度量学习可直接嵌入到聚类学习过程中 [Xing 创

节!巨离度量学习参见 10.6 al., 20叫

凸形簇结构即形似"椭

球"的簇结构

k 均值算法可看作高斯混合聚类在混合成分方差相等、且每个样本仅指

派给一个混合成分时的特例.该算法在历史上曾被不同领域的学者多次重

新发明，如 Steinhau日在 1956 年、Lloyd 在 1957 年、 McQueen 在 1967 年等

[Jain and Dubes, 1988; Jain, 2009]. k 均值算法有大量变体，如 k-medoids 算

法 [Kaufman and Rousseeuw, 1987] 强制原型向量必为训练样本， k-modes 算

法 [Hua吗， 1998] 可处理离散属性， Fuzzy C -means (简称 FCM) [Bezdek, 1981] 

则是"软聚类" (soft clustering) 算法，允许每个样本以不同程度同时属于多个

原型.需注意的是， k 均值类算法仪在凸形簇结构上效果较好.最近研究表明，

若采用某种 Bregman 距离，则可显著增强此类算法对更多类型簇结构的适用性

Br227;ivZ工2[B叫:jee 们1.， 2叫寻|入核技巧则可得到核 k 均值 (kernel k-me叫算法
类不满足对称性和直遂性 [Schölkopf et al., 1998]，这与谱聚类 (spectral clustering) [von Luxburg, 200叫
的J!e.离

有密切联系 [Dhillon et al., 2004]，后者可看作在拉普拉斯特征映射 (Laplacian

降维参见第 10 幸 Eigenmap) 降维后执行 k 均值聚类.聚类簇数 k 通常需由用户提供，有一些启

发式用于自动确定 k [Pelleg and Moore, 2000; Tibshirani et 址， 2001]，但常用

的仍是基于不同 k 值多次运行后选取最佳结果.

LVQ 算法在每轮迭代中仅更新与当前样本距离最近的原型向量.同时

更新多个原型向量能显著提高收敛速度?相应的改进算法有 LVQ2、 LVQ3 等

[Kohonen, 2001]. [McLachlan and Peel, 2000] 详细介绍了高斯混合聚类，算法

中 EM选代优化的推导过程可参阅 [Bilmes ， 1998; Jain and Dubes, 1988]. 

采用不同方式表征样本分布的紧密程度，可设计出不同的密度聚类算

法，除 DBSCAN [Ester et al., 1996] 外，较常用的还有 OPTICS [Ankerst et a1., 
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1999] 、 DENCLUE [Hinneburg and Kei叽 1998] 等. AGNES [怀Ka肌1

Rousseeuw叽， 1990叫]采用了白底向上的聚合策略来产生层次聚类结构，与之相

反， DIANA [Kaufman and Rousseeuw, 1990] 则是采用自顶向F的分拆策略.

AGNES 和 DIANA 都不能对己合并或己分拆的聚类簇进行回溯调整，常用的

层次聚类算法如 BIRCH [Zhang et a l., 1996] 、 ROCK [Guha et al. , 1999] 等对

此进行了改进.

聚类集成 (clustering ensemble) 通过对多个聚类学习器进行集成，能有效

降低聚类假设与真实聚类结构小符、聚类过程中的随机性等因素带来的不利

影响，可参阅 [Zhou ， 2012] 第 7 章.

亦称。川er detection 异常检测 (anomaly detection) [Hodge and Austin, 2004; Chandola et 

此， 2009] 常借助聚类或距离计算进行，如将远离所有簇中心的样本作为

异常点?或将密度极低处的样本作为异常点.最近有研究提出基于"隔离

性" (isolation)可快速检测出异常点 [Liu et al., 2012]. 
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习题

9.1 试证明:p~l 时，闵可夫斯基距离满足距离度量的四条基本性质;

。 ~p<l 时，闵可夫斯基距离不满足直递性，但满足非负性、同一

性、对称性;P 趋向无穷大时，闵可夫斯基距离等于对应分量的最大绝

对距离，即

li:rp__ I ) ~ Ixω - xjulP I = max IXiu - Xjul. 
P'-+t-∞\::i J 

9.2 同一样本空间中的集合 X 与 Z 之间的距离可通过"豪斯多夫距

离" (Hausdorff distance)计算:

distH(X, Z) = max (disth(X, Z) , disth(Z, X)) , (9 .44) 

其中

disth(X, Z) = m~mi叫 Ix - zl12 . (9 .45) 
zεXzιz 

试证明:豪斯多夫距离满足距离度量的四条基本性质.

9.3 试析 k 均值算法能否找到最小化式(9.24)的最优解.

9.4 试编程实现 k 均值算法，设置兰组不同的 k 值、三组不同初始中心点，

Jf数据集 4.0 见 p.202 在西瓜数据集 4.0 上进行实验比较，并讨论什么样的初始中心有利于

即凸形簇结构

取得好结果.

9.5 基于 DBSCAN 的概念定义?若 z 为核心对象，由 z 密度可达的所有

样本构成的集合为 X. 试证明:X 满足连接性(9.39)与最大性(9.40).

9.6 试析 AGNES 算法使用最小距离和最大距离的区别.

9.7 聚类结果中若每个簇都有→个凸包(包含簇样本的凸多面体)，且这些

凸包不相交3 则称为凸聚类.试析本章介绍的哪些聚类算法只能产生

凸聚类，哪些能产生非凸聚类.

9.8 试设计一个聚类性能度量指标，并与 9.2 节中的指标比较.

9.9* 试设计一个能用于混合属性的非度量距离.

9.10* 试设计一个能自动确定聚类数的改进 k 均值算法，编程实现并在西瓜

数据集 4.0 上运行.
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休息一会儿

小故事:曼哈顿距离与赫尔曼·闵可夫斯基

曼哈顿距离(Manhattan distance)亦称" 出租车 几

何" (T.肌icab geometry)，是德国大数学家赫尔曼·闵可

夫斯基 (Hermann Minkowski , 1864-1909) 所创的词汇， 其

得名是由于该距离标明了 几何度量空间 中 两点在标准坐标

系上的绝对轴距总和， 这恰是规划为方形区块的城市里两点

之间的最短行程，例如从曼哈顿的第五大道与 33 街交点前往第二大道与 23 街

交点，需走过 (5 - 3) + (33 - 23) = 12 个街区.

闵可夫斯基出生于俄国亚力克索塔斯(Alexotas)的一个犹太人家庭，由于

当时俄国政府迫害犹太人，他八岁时随全家移居普鲁士哥尼斯堡， 与后来成为

大数学家的希尔伯特一河之隔.闵可夫斯基从小就是著名神童，他熟读莎士比

亚、席勒和歌德的作品，几乎能全文背诵《浮士德)) ;八岁进入预科学校，仅用

五年半就完成了八年的学业;十七岁时建立了 n 元二次型的完整理论体系，解

决了法国科学院公开悬赏的数学难题.1908 年 9 月他在科隆的一次学术会议上

做了《空间与时间》的著名演讲，提出了四维时空理论，为广义相对论的建立

开辟了道路.不幸的是，三个月后他死于急性阑尾炎.

1896 年闵可夫斯基在苏黎世大学任教期间，是爱因斯坦的数学老师.诺贝

尔物理学奖得主玻恩曾说，在闵可夫斯基的数学工作中找到了"相对论的整个

武器库"闵可夫斯基去世后，其生前好友希尔伯特整理了他的遗作，于 1911

年出版了 《闵可夫斯基全集)) .闵可夫斯基的哥哥奥斯卡是 "腋岛素之父"

侄子鲁道夫是美国著名天文学家.
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10.1 k近邻学习

k 近邻(k-Nearest Neighbor，简称 kNN)学习是一种常用的监督学习方法，

其工作机制非常简单: 给定测试样本?基于某种距离度量找出训练集中与其最

靠近的 k 个训练样本，然后基于这 k 个"邻居"的信息来进行预测. 通常， 在分

类任务中可使用"投票法" 即选择这 k 个样本中出现最多的类别标记作为预

测结果;在回归任务中时使用"平均法" ，即将这 k 个样本的实值输出标记的

平均值作为预测结果;还可基于距离远近进行加权平均或加权投票，距离越近

的样本权重越大.

与前面介绍的学习方法相比， k 近邻学习有一个明显的不同之处: 它似乎

没有显式的训练过程!事实上，它是"懒惰学习" (lazy learning)的著名代表，

此类学习技术在训练阶段仅仅是把样本保存起来，训练时间开销为零，待收到

测试样本后再进行处理;相应的，那些在训练阶段就对样本进行学习处理的方

法，称为"急切学习" (eager learning) . 

图 10. 1 给出了 k 近邻分类器的一个示意图. 显然， k 是一个重要参数，当 k

取不同值时，分类结果会有显著不同 . 另一方面，若采用不同的距离计算方式?

则找出的"近邻"可能有显著差别，从而也会导致分类结果有显著不同.

暂且假设距离计算是"恰当"的，即能够恰当地找出 k 个近邻，我们来对

"最近邻分类器" (lNN，即 k = 1)在二分类问题上的性能做一个简单的讨论.

// /二、、 、 一一一一→ /，; = 1
/ / / / -\Y< \ →?判别为+
'+ I / "， -飞

l / f n \ : 一→ k=3
l l l+ 句'J试 j γj → ?判别为-
1 \ \ 样4γ J j
\ \- 、、-FJ / /〈-一一→/，; = 5

\ \~一，/ y →?判别为+

图 10.1 k 近邻分类器示意图虚线显示出等JH;_线;测试样本在 k= l 或 k=5 时被判
别为正例 ， k = 3 时被判别为反例.
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给定测试样本 æ，若其最近邻样本为 z， 则最近邻分类器出错的概率就是 m

与 z 类别标记不同的概率，即1

P(err) = 1- ~二 P(c I æ)P(c I z) 
cεY 

(10.1) 

假设样本独立罔分布，且对任意 m 和任意小E数 8，在 z 附近 6 距离范围

内总能找到一个训练样本;换言之，对任意测试样本，总能在任意近的范围内找

到式(10.1)中的训练样本 z. 令♂=町gmaxCEYP(c I æ) 表示贝叶斯最优分类
Tff最优分类器参见 器的结果，有

P(err) = 1- :L P(c I æ)P(c I z) 
cEY 

~1- :L p2(clæ) 
cεY 

~ 1 - p2(c* I æ) 

= (1 + P (c* I æ) )(1- P (c* I æ)) 

~ 2 x (1 - P (c* I æ)) . (10.2) 

节221112122 于是我们得到了有点令人惊讶的结论:最近邻分类器虽简单，但它的泛化错误
更严格的分析参阅 [Cover 率不超过贝叶斯最优分类器的错误率的两倍!
and Hart, 196η. 

作为参照章:宇宙间基
本粒子的总数约为 1080

(一粒灰尘中含有几十亿
个基本粒子)

10.2 低维嵌入

上一节的讨论是基于一个重要假设:任意测试样本 a 附近任意小的 6 距

离范围内总能找到一个训练样本，即训练样本的来样密度足够大，或称为"辛苦

来样" (dense sample). 然而，这个假设在现实任务中通常很难满足，例如若

8 = 0.001，仅考虑单个属性，则仅需 1000 个样本点平均分布在归一化后的属

性取值范围内，即可使得任意测试样本在其附近 0.001 距离范围内总能找到一

个训练样本，此时最近邻分类器的错误率不超过贝叶斯最优分类器的错误率

的两倍.然而，这仅是属性维数为 1 的情形，若有更多的属性，则情况会发生

显著变化.例如假定属性维数为 20，若要求样本满足密来样条件，则至少需

(103)20 = 1060 个样本.现实应用中属性维数经常成千上万，要满足密采样条件
所需的样本数目是无法达到的天文数字.此外，许多学习方法都涉及距离计算，

而高维空间会给距离计算带来很大的麻烦，例如当维数很高时甚至连计算内积
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[Bellman , 1957] :最早提
出，亦称"维数诅咒" 、

"维数危机"

另一个重要途径是特征
选择， 参见第 11 幸

都不再容易.

事实上，在高维情形下出现的数据样本稀疏、 距离计算困难等问题，

是所有机器学习方法共同面临的严重障碍， 被称为"维数灾难" (curse of 

dimensionality) . 

缓解维数灾难的一个重要途径是降维(dimension red uction) ， 亦称"维数

约简 PP ，即通过某种数学变换将原始高维属性空间转变为一个低维"子空

间" (subspace)，在这个子空间中样本密度大幅提高， 距离计算也变得更为容

易为什么能进行降维?这是因为在很多时候， 人们观测或收集到的数据样本

虽是高维的?但与学习任务密切相关的也许仅是某个低维分布，即高维空间中

的一个低维"嵌入" (embedding) . 图 10.2 给出 了一个直观的例子. 原始高维

空间中的样本点，在这个低维嵌入子空间中更容易进行学习 .

.., ...' ... 
..、 . .. 

-:'..' .....J:•λ.. 
' _' • 9 L & ....... 

;f d dzh 
tyut:?号
·十 .-..-'

，.~(~ .. :~::.\-\忌;

一

川
• t .. f -':!;!._:电 :z -. .... L' 

悦。:1，w.4·4h
:..d-:...~"..-. ,::_ 
·.· 咽". .:.... 

(a) 三维空间中观察到的样本点 (b) 二维空间中的曲面

图 10.2 低维嵌入示意图

若要求原始空间中样本之间的距离在低维空间中得以保持，如图 10.2 所

示，即得到"多维缩放" (Mult iple Dimensional Scaling，简称 MDS) [Cox and 

Cox, 2001] 这样一种经典的降维方法. 下面做一个简单的介绍.

假定 m 个样本在原始空间的距离矩阵为 D ε Jæmx气 其第 4 行 j 列的元

素 distij 为样本 Xi 到 Xj 的距离. 我们的目标是获得样本在 d' 维空间的表示

Z E ]Rd'x m , d' ~三 d， 且任意两个样本在 d' 维空间中的欧氏距离等于原始空间中

的距离，即 IIZi - zj ll = distij . 

令 B = ZTZ ε Jæmx气其中 B 为降维后样本的内积矩阵， bzJ= zfz37 有

dist;j = IIzil12 + IIzj l12 - 2z; Zj 

= bii + bjj - 2bij (10.3) 
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。 ε 肘'为全零向量. 为便于讨论，令降维后的样本 Z 被中心化，即艺立1 均= O. 显然，矩阵 B

的行与列之和均为零，即艺立1 bij = 'Lj二1 bij =0. 易知

三二 dist卜杜(B) + mbjj , (10.4) 
也=1

三二 dzstLE 叫B) 十 mbii ， (10.5) 
j=1 

m m 

三二汇 dist~j = 2m 仕(B) , 、
、h
，
/

nhu nu 
咱
i

，
，a
‘
、

i=1 j=1 

其中 tr(.) 表示矩阵的迹(trace) ， tr(B) =汇立1 11均 11 2 . 令

dis←去乏"吨，

叫z去艺叫，

仙t? = 苟言而st37

(10.7) 

(10.8) 

(10.9) 

由式(10.3)和式(10.4)'"'-'(10.9)可得

bu=-i(叫叫叫十disf.) , (叫

由此即可通过降维前后保持不变的距离矩阵 D 求取内积矩阵 B.

对矩阵 B 做特征值分解(eigenvalue decomposition) , B = VAVT，其中
A = diag(λ1 ， λ2 ， ...，汕)为特征值构成的对角矩阵， λ1 ;;::λ2 ;;:: ... ;;::λd ， V 

为特征向量矩阵.假定其中有♂个非零特征值，它们构成对角矩阵儿=

diag(λ1 ， λ2 ，... ， λ刊，令 V* 表示相应的特征向量矩阵，则 Z 可表达为

Z = A;/2V;ε lRd* Xm 
、
、S
I
'
'

-EA 
唱
i

nu 
咱
I

J
'
E飞
、

在现实应用中为了有效降维，往往仅需降维后的距离与原始空间中的距离

尽可能接近?而不必严格相等.此时可取 d'<< d 个最大特征值构成对角矩阵

λ= diag(杠，入2 ，...， Àd' )' 令 v 表示相应的特征向量短阵，则 Z 可表达为
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通常令 d' <<- d. 

亦称"主分量分析"

z=λ1/2ÿT ε R_d'xm . 

图 10.3 给出了 MDS 算法的描述.

输入:距离矩阵DεRm×m，其元素 dis句为祥本 Xi 到町的距离;
低维空间维数 d'.

过程:
1: 根据式(10.η"'(10功计算 dis埠， dist~j ， dist引;
2: 根据式(10.10)计算矩阵 B;
3: 对矩阵 B 做特征值分解;
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(10.12) 

4: 取 λ 为 d' 个最大特征值所构成的对角矩阵，亏为相应的特征向量矩阵.
输出:矩阵 vλ1/2εRmM'，每行是一个样本的低维坐标

囱 10.3 MDS 算法

一般来说?欲获得低维子空间，最简单的是对原始高维空间进行线性变换.

给定 d 维空间中的样本 x= (叫 ， X2，'" ， Xm) εEEKm? 变换之后得到 d' ζd 维

空间中的样本

z=wTx, (10.13) 

其中 Wε R_dxd' 是变换矩阵， Z E R_d'xm 是样本在新空间中的表达.

变换矩阵W 可视为 d' 个 d 维基向量，均 =WTXi 是第 4 个样本与这 d' 个

基向量分别做内积而得到的 d' 维属性向量.换言之，均是原属性向量问在新

坐标系 {ω1 ， ω2，… ， Wd'} 中的坐标向量.若叫与 ωj (i =1 j) 正交，则新坐标
系是一个正交坐标系，此时W 为正交变换.显然，新空间中的属性是原空间中

属性的线性组合.

基于线性变换来进行降维的方法称为线性降维方法，它们都符合

式(10.13)的基本形式，不同之处是对低维子空间的性质有不同的要求，相

当于对W施加了不同的约束.在下二节我们将会看到，若要求低维子空间对样

本具有最大可分性，则将得到一种极为常用的线性阵维方法.

对降维效果的评估，通常是比较降维前后学习器的性能?若性能有所提高

则认为降维起到了作用.若将维数降至二维或三维，则可通过可视化技术来直

观地判断降维效果.

10.3 主成分分析

主成分分析(Principal Component Analysis，简称 PCA)是最常用的一种

降维方法.在介绍 PCA 之前，不妨先考虑这样一个问题:对于正交属性空间中
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的样本点，如何用一个超平面(直线的高维推广)对所有样本进行恰当的表达?

容易想到，若存在这样的超平面，那么它大概应具有这样的性质:

·最近重构性:样本点到这个超平面的距离都足够近;

·最大可分性.样本点在这个超平面上的投影能尽可能分开.

有趣的是，基于最近重构性和最大可分性?能分别得到主成分分析的两种

等价推导我们先从最近重构性来推导.

假定数据样本进行了中心化，即 2:iXi = 0; 再假定投影变换后得到的新坐
标系为 {ω1 ， ω2，... ， ωd}，其中叫是标准正交基向景， IIwil12 = 1, w;ωj = 0 

( i 并 j). 若丢弃新坐标系中的部分坐标，即将维度降低到 d' < d， 则样本点 Xi

在低维坐标系中的投影是街口 (Zi1; Zi2;...; Z川，其中 Zij ω722 是 Xi 在低

维坐标系下第 j 维的坐标若基于 Zi 来重构酌，则会得到岛 =zj=1 勾jωJ'

考虑整个训练集，原样本点叫与基于投影重构的样本点向之间的距离为

= LZ?Zi 一 2~二 ZiTWT Xi + const ~II兰机j 一叫 112
2 

仅一tr (WT (轩 (10.14) 

根据最近重构性，式(10.14)应被最小化，考虑到叫是标准正交基，2:í Xi X ; 

是协方差矩阵，有

非- tr (WTXXTW) (10.15) 

s.t.VVTVVzI 

这就是主成分分析的优化目标.

从最大可分性出发，能得到主成分分析的另一种解释.我们知道，样本点

均在新壁间中超平面上的投影是 WTXi ， 若所有样本点的投影能尽可能分开，

则应该使投影后样本点的方差最大化，如图 10.4所示.

投影后样本点的方差是艺í WTXiX;W， 于是优化目标可写为

啃{ tr (WTXXTW) (10.16) 

S.t. WTW=I , 
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实践中常通过对X进行
奇异值分解来代替协方差
矩阵的特征值分解

PCA也可看作是逐一选
取方差最大方向， I!p先对

协方差矩阵2:i :l:也:1:[ {故
特征值分解，取最大特征

值对应的特征向量四1 : 

再对 2:，i Ziæ; 一 λ1四1四7
做特征值分解，取最大特
征值对应的特征向量四2:

由 W各分量正交及

三二 æiæ[ =三二 λ州四?
i = l j = l 

可知，上述逐一选取方差
最大方向的做法与直接选

取最大 d' 个特征值等价.
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X2 

方差= 0.045 
。 2 Xl 

固 10.4使所有样本的投影尽可能分开(如图中红线所示)，则需最大化投影点的方差

显然，式(10.16)与(10.15)等价.

对式(10.15)或(10.16)使用拉格朗日乘子法可得

xxTw=λ飞离r , (10.17) 

于是，只需对协方差矩阵 xxT 进行特征值分解，将求得的特征值排序:

入1 ;;::λ2 ;;:: ... ;;::λd ， 再取前 d' 个特征值对应的特征向量构成 w = (ω1 ， 

W2 ， ...， ωd' ).这就是主成分分析的解. PCA 算法描述如图 10.5 所示.

输入:样本集 D={町，町，. . . ， Xm};
低维空间维数 d' .

过程:
1: 对所有样本进行中心化:民← X; 一士 E立1 æ ij 

2: 计算样本的协方差矩阵 XXTj
3: 对协方差矩阵xxT 做特征值分解;
4: 取最大的 d' 个特征值所对应的特征向量ω1， ω2 ，.. .,Wd" 

输出:投影矩阵w = (叫，哟， . ..，叫， ). 

固 10.5 PCA 算法

降维后低维空间的维数 d' 通常是由用户事先指定，或通过在 d' 值不同的

低维空间中对 k 近邻分类器(或其他开销较小的学习器)进行交叉验证来选取

较好的 d' 值.对 PCA，还可从重构的角度设置一个重构阔值，例如 t = 95%， 然

后选取使下式成立的最小 d' 值:

......d' 、

鱼竿ζ主~ t. 
I::r=1 入也

(10.18) 
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PCA 仅需保留 W 与样本的均值向量即可通过简单的向量减法和矩阵"向

量乘法将新样本投影至低维空间中. 显然，低维空间与原始高维空间必有不同，

因为对应于最小的 d-d' 个特征值的特征向量被舍弃了，这是降维导致的结果.

但舍弃这部分信息往往是必要的- 一方面舍弃这部分信息之后能使样本的采

样密度增大，这正是降维的重要动机; 另一方面，当数据受到噪声影响时， 最小

的特征值所对应的特征向量往往与噪声有关?将它们舍弃能在一定程度上起到

去噪的效果.

10.4核化线性降生佳

线性阵维方法假设从高维空间到低维空间的函数映射是线性的，然|旬，在

不少现实任务中，可能需要非线性映射才能找到恰当的低维嵌入.图10.6 给出

了一个例子，样本点从三维空间中的矩形区域采样后以 S 形曲面嵌入到三维空

间，若直接使用线性降维方法对三维空间观察到的样本点进行降维，则将丢失

原本的低维结构.为了对"原本采样的"低维空间与降维后的低维空间加以区

别?我们称前者为"本真" (intrinsic)低维空间

2 

(a) 三维空间中的观察 (b) 本真二维结构 (c) PCA 降维结果

图 10.6 三维空间中观察到的 3000 个样本点，是从本真二维空间中矩形区域采样后
以 S 形曲面嵌入，此情形下线性降维会丢失低维结构.图中数据点的染色显示出低维

空间的结构-

非线性阵维的一种常用方法，是基于核技巧对线性降维方法进行"核

化" (kernelized). 下面我们以核主成分分析(Kernelized PCA，简称 KPCA)

[Schölkopf et al., 1998] 为例来进行演示.

{固定我们将在高维特征空间中把数据投影到由 矶F 确定的超平面上?即

PCA欲求解

(兰z 牙)w = λW (10.19) 
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其中 Zi 是样本点 Xi 在高维特征壁间中的像.易知

w=~ (护)w=会竿
=汇Ziai , 
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(10.20) 

其中 αt -支Z'[w. 假定 Zi 是由原始属性空间中的样本点 Xi 通过映射￠产生，

即均工伊(Xi) ， i = 1, 2,. . . ， m. 若￠能被显式表达出来，则通过它将样本映射至

高维特征空间，再在特征空间中实施 PCA 即可.式(10.19)变换为

怪叫 (10.21) 

式(10.20)变换为

w=艺 cþ(Xi)α4 (10.22) 

一般情形下，我们不清楚。的具体形式，于是引入核函数

κ(Xi ， Xj) = cþ(Xi)Tcþ(的) . (10.23) 

将式(10.22)和 (10.23)代入式(10.21)后化简可得

KA= λA ， (10.24) 

其中 K 为 κ 对应的核矩阵， (K)ij = κ(Xi ， æj) ， A = (α1;α2;.. . ;αm). 显然，

式(10.24)是特征值分解问题，取 K最大的 d' 个特征值对应的特征向量即可.

对新样本 æ，其投影后的第 j (j = 1, 2, . . . ， d') 维坐标为

句 =ω16(z)=汇咐(Xi)Tcþ(X)

=~二 4κ(æi ， æ) , (10.25) 

其中 αz 已经过规范化， α? 是肉的第 j 个分量.式(10.25)显示出 7 为获得投影

后的坐标， KPCA 需对所有样本求和，因此它的计算开销较大.
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10.5 流形学习

流形学)] (manifold learning)是一类借鉴了拓扑流形概念的降维方法.

"流形"是在局部与欧氏空间同胚的空间，换言之，它在局部具有欧氏空间的

性质? 能用欧氏距离来进行距离计算.这给降维方法带来了很大的启发:若低

维流形嵌入到高维空间中 ， 则数据样本在高维空间的分布虽然看上去非常复杂，

但在局部上仍具有欧氏空间的性质，因此，可以容易地在局部建立阵维映射关

系，然后再设法将局部映射关系推广到全局.当维数被降至二维或三维时，能对

数据进行可视化展示3 因此流形学习也可被用于可视化. 本节介绍两种著名的

流形学习方法

10.5.1 等度量映射

等度量映射(Isometric Mapping，简称 Isomap) [Tenenbaum et al., 2000] 的

基本出发点，是认为低维流Î~嵌入到高维空间之后，直接在高维空间中计算直

线距离具有误导性?因为高维空间巾的直线距离在低维嵌入流形上是不可达的.

如图 lO.7(a)所示，低维嵌入流形上两点间的距离是"测地线" (geodesic)距离:

想象一只虫子从一点爬到另一点，如果它不能脱离曲面行走，那么图1O.7(a) 中

的红色曲线是距离最短的路径， 即 S 曲面上的测地线3 测地线距离是两点之间

的本真距离.显然?直接在高维空间中计算直线距离是不恰当的.

，。

(a) 测地线距离与高维主线距离 (b) 测地线距离与近邻距离

图 10.7 低维嵌入流形上的测地线距离(红色)不能用高维空间的直线距离计算，但能
用近邻距离来近似

那么，如何计算测地线距离呢?这时我们可利用流形在局部上与欧氏空间

同胚这个性质，对每个点基于欧氏距离找出其近邻点，然后就能建立一个近邻

连接图，图中近邻点之间存在连接，而非近邻点之间不存在连接， 于是，计算两
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点之间测地线距离的问题就转变为计算近邻连接图上两点之间的最短路径问

题.从图 10.7(b)可看出，基于近邻距离逼近能获得低维流形 t测地线距离很好

的近似.

1972 年图灵奖得主 E. 在近邻连接图上计算两点间的最短路径?可采用著名的 D习kstra 算法或
Ukstra 和 1978年图灵

奖得主 R. Floyd 分别提出 Floyd 算法，在得到任意两点的距离之后，就可通过 10.2 节介绍的 MDS 方法来

的著名算法，参阅数据结 获得样本点在低维空间中的坐标.图 10.8 给出了 Isomap 算法描述.
构教科币.

MDS 参见 10.2 节.

输入:样本集 D = {Xl , X2 ,..., Xm}; 

近邻参数 k;
低维安间维数 d'.

过程:
1: for i = 1,2,... ,rn do 
2: 确定叭的 k 近邻;
3: Xi 与 k 近邻点之间的距离设置为欧氏距离，与其他点的距离设置为无穷大;
4: end for 
5: 调用最短路径算法计算任意两样本点之间的距离 dist(Xi ， Xj); 
6: 将 dist(Xi ， Xj) 作为 MDS 算法的输入;
7: return MDS 算法的输出

输出:样本集 D 在低维空间的投影 Z={莉，句""， Zm}'

固 10.8 Isomap 算法

需注意的是， Isomap 仅是得到了训练样本在低维空间的坐标，对于新样本，

如何将其映射到低维空间呢?这个问题的常用解决方案，是将训练样本的高维

空间坐标作为输入、低维空间坐标作为输出，训练一个回归学习器来对新样本

的低维空间坐标进行预测.这显然仅是一个权宜之计，但目前似乎并没有更好

的办法.

对近邻图的构建通常有两种做法，一种是指定近邻点个数，例如欧氏距离

最近的 k 个点为近邻点，这样得到的近邻图称为 k 近邻图;另一种是指定距离

阔值 E，距离小子 ε 的点被认为是近邻点，这样得到的近邻图称为 ε 近邻图.两

种方式均有不足，例如若近邻范围指定得较大，则距离很远的点可能被误认为

近邻，这样就出现"短路"问题;近邻范围指定得较小，则圈中有些区域可能与

其他区域不存在连接，这样就出现"断路"问题.短路与断路都会给后续的最

短路径计算造成误导.

10.5.2 局部线性嵌入

与 Isomap 试图保持近邻样本之间的距离不同，局部线性嵌入(Locally

Linear Embedding，简称LLE) [Roweis and Saul, 2000] 试图保持邻域内样本之
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圄 10.9 高维空间中的样本重构关系在低维空间中得以保持

间的线性关系.如图 10.9 所示，假定样本点町的坐标能通过它的邻域样本町，

叫，町的坐标通过线性组合而重构出来，即

Xi = WijXj 十 W仇Xk + WilXI , (10.26) 

LLE 希望式(10.26)的关系在低维空间中得以保持.

LLE 先为每个样本 Xi 找到其近邻下标集合 Qi ， 然后计算出基于 G 中的

样本点对 Xi 进行线性重构的系数叫:

2 

Jbm EliarE叭112
S.t. 2二 ωij = 1, 

jεQi 

其中矶和町均为己知，令 Cjk = (Xi - Xj)T(Xi - Xk) ， ωu 有闭式解

EC丁L1
kEQi 

叫=士可T
l ,sEQi 

(10.27) 

(10.28) 

LLE 在低维空间中保持叫不变，于是 Xi 对应的低维空间坐标均可通过

下式求解:
2 

剖，驰名lzg-EMll2 (10.29) 

式(10.27)与 (10.29)的优化目标同形，唯一的区别是式(10.27)中需确定的是

叫，而式(10.29) 中需确定的是叫对应的低维空间坐标均·
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亦称"距离度量学习"

(distance metric learning) 

令 Z = (剖 ， Z2 ，...， Zm) E ]Rd'Xm , (W)ij =问，

则式(10.29)可重写为

M = (1 - W? (1 - W) , 

哈丑 tr(ZMZ勺，

自.t. ZZT = 1. 
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(10.30) 

(10.31) 

式(10.31)可通过特征值分解求解:M 最小的 d' 个特征值对应的特征向量组成

的矩阵即为 ZT.

LLE 的算法描述如图 10.10 所示.算法第 4 行显示出:对于不在样本毗邻

域区域的样本町，无论其如何变化都对矶和 Zi 没有任何影响;这种将变动限

制在局部的思想在许多地方都有用.

输入:样本集 D = {Xl ,X2 ,'" ,Xm}; 
近邻参数 k;
低维空间维数 d'.

过程:
1: for i = 1,2,…, mdo 
2: 确定町的 k 近邻?
3: 从式(10.27)求得叫j ， j ε Qi;
4: 对于 j rf.岛，令叫j = 0; 
5: end for 
6: 从式(10.30)得到 M;
7: 对 M 进行特征值分解;
8: return M 的最小 d' 个特征值对应的特征向量

输出:样本集D在低维空间的投影 Z = {Zl' 句 ，...， Zm}'

固 10.10 LLE 算法

10.6 度量学习

在机器学习中 7 对高维数据进行降维的主要目的是希望找~Ij-个合适的低

维空间，在此空间中进行学习能比原始空间性能更好.事实上，每个空间对应了

在样本属性上定义的一个距离度量，而寻找合适的壁间，实质上就是在寻找一

个合适的距离度量.那么，为何不直接尝试"学习"出一个合适的距离度量呢?

这就是度量学习 (metric learning)的基本动机.
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即欧氏距离的平方，这

是为了后面推导的使利

马氏距离以印度数学

家 P. C. Mahalanobis 命名
标准马氏距离中 M 是协
方差矩阵的逆， flp M = 
:E-1 ; 在度量学习中 M被

赋予吴大的灵活性.
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欲对距离度量进行学习，必须有一个便于学习的距离度最表达形式. 9.3 节

给出了很多种距离度量的表达式，但它们都是"固定的"、没有可调节的参数，

因此不能通过对数据样本的学习来加以改善.为此，我们先来做一个推广.

对两个 d 维样本盹和町，它们之间的平方欧氏距离可写为

dist~d(矶的) = Ilxi - Xj II~ = dist~j ， l 十 dist号，2 +... + dist号，d , (10.32) 

其中 dist材，k 表示 Xi 与 Xj 在第 k 维上的距离.若假定不同属性的重要性不同?

则可引入属性权重 W， 得到

dist!ed(Xi ,Xj) = Ilxi - Xjll~ =ω1 . dist~j， l 十 ω2·astL2 十 ...+ωddst32d

= (Xi 一的)TW(吼一句) , (10.33) 

其中叫-;?: 0, W = diag(ω) 是一个对角矩阵， (W)ii =ω，. 

式(10.33)中的 W可通过学习确定，但我们还能再往前走一步:W 的非对

角元素均为零，这意味着坐标轴是正交的，即属性之间无关;但现实问题中往往

不是这样，例如考虑西瓜的"重量"和"体积"这两个属'性，它们显然是正相

关的，其对应的坐标轴不再正交.为此，将式(10.33)中的 W 替换为一个普通的

半正定对称矩阵 M，于是就得到了马氏距离(Mahalanobis distance) 

dist~ah(矶 ， Xj) = (Xi 町)TM(Xi - Xj) = Ilxi - Xjll~ , (10.34) 

其中 M 亦称"度量矩阵"，而度量学习则是对M 进行学习.注意到为了保持

距离非负且对称， M 必须是(半)正定对称矩阵，即必有正交基 P 使得M 能写

为 M=ppT.

对 M 进行学习当然要设置一个目标.假定我们是希望提高近邻分类器

的性能，则可将 M 直接嵌入到近邻分类器的评价指标中去，通过优化该性能

指标相应地求得 M. 下面我们以近邻成分分析(Neighbourhood Component 

Analysis，简称 NCA) [Goldberger et al., 2005] 为例进行讨论.

近邻分类器在进行判别时通常使用多数投票法，邻域中的每个样本投 1 票，

邻域外的样本投 0 票.不妨将其替换为概率投票法.对于任意样本的，它对 Xi

分类结果影响的概率为
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留一法参见 2.2.2 节目

可用随机梯皮下降法求

解 [Goldberger et a l., 2005] 
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阳工呻 (-1问 Xjll马)
3 汇l旺P(一 IIXi 一句 11孟) , 

(10.35) 

当 i = j 时， Pij 最大.显然， Xj 对 Xi 的影响随着它们之间距离的增大而减小.

若以留→法 (LOO) 正确率的最大化为目标，则可计算 Xi 的留一法正确率，即

它被自身之外的所有样本正确分类的概率为

Pi = 汇 Pij , 
j巳n、

(10.36) 

其中向表示与 Xi 属于相同类别的样本的下标集合.于是，整个样本集上的留

一法正确率为

三二Pi = 2二三二 Pij (10.37) 

将式(10.35)代入(10.37)，再考虑到 M=ppT，则 NCA 的优化目标为

m 叫 (-IIPTXi - pTXjll~) 
苦口 1- 2二三二 (10.38) 

i=l j础 2:1 优P(一 IIPTXi 一 pTX1 1I~)

求解式(10.38)即可得到最大化近邻分类器 LOO 正确率的距离度量矩阵 M.

实际上，我们不仅能把错误率这样的监督学习目标作为度量学习的优化目

标?还能在度量学习中引入领域知识.例如，若己知某些样本相似、某些样本

不相似，则可主义"必连" (must-link)约束集合M 与"勿连" (cannot-link)约

束集合 C， (X们的)εM 表示 Xi 与 mj 相似， (Xi' Xk) εC 表示 Xi 与 Xk 不相似.

显然，我们希望相似的样本之间距离较小，不相似的样本之间距离较大，于是可

通过求解下面这个凸优化问题获得适当的度量矩阵 M [Xing et al., 2003]: 

mjp 2二 IIXi - Xjll缸 (10.39) 
(Xi ，Xj)εM 

" 三二 IIXi ← Xkll如剖，
(Xi ，Xk) εc 

M~二 0 ，

其中约束M 兰 0 表明 M 必须是半E定的.式(10.39)要求在不相似样本间的距

离不小于 1 的前提下，使相似样本间的距离尽可能小.
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度量学习自身通常并不
要求学得的 M是低秋的

参见第 13 章.

半监督聚类几 13.6 节.

第 10 章降维与度量学习

不同的度量学习方法针对不同目标获得"好"的半正定对称距离度量矩

阵 M，若 M 是一个低秩矩阵7 则通过对M进行特征值分解，总能找到一组正

交基，其正交基数目为矩阵 M 的秩 rank(M)，小于原属性数 d. 于是?度量学习

学得的结果可衍生出一个降维矩阵 PεRd×rank(M)，能用于降维之目的.

10.7 阅读材料

懒惰学习方法主要有 k 近邻学习器、懒惰决策树[Friedman et a1., 1996]; 

朴素贝叶斯分类器能以懒惰学习方式使用?也能以急切学习方式使用.关于懒

惰学习的更多内容可参阅 [Aha， 1997]. 

主成分分析是一种无监督的线性降维方法，监督线性降维方法最著名的

是线性判别分析(LDA) [Fisher, 1936]，参见 3.4节?其核化版本 KLDA [Baudat 

and Anouar , 2000] 参见 6.6 节.通过最大化两个变量集合之间的相关性，则可

得到"典型相关分析" (Canonical Correlation Analysis，简称 CCA) [Hotelli吨?

1936] 及其核化版本 KCCA [Harden et 此， 2004]，该方法在多视图学习 (multi­

view learning) 中有广泛应用.在模式识别领域人们发现，直接对矩阵对

象(例如一幅图像)进行阵维操作会比将其拉伸为向量(例如把图像逐行拼接

成一个向量)再进行降维操作有更好的性能7 于是产生了 2DPCA [Yang et al. , 

2004] 、 2DLDA [Ye et a1., 2005J 、 (2D)2PCA [Zha吨 and Zhou, 2005] 等方法，

以及基于张量(tensor)的方法 [Kolda and Bader, 2009]. 

除了 Isomap 和 LLE，常见的流形学习方法还有拉普拉斯特征映射 (Lapl­

cian Eigenmaps，简称 LE) [Belkin and Niyogi , 2003]、局部切空 n司对齐(Local

Tangent Space Alignmer此，简称 LTSA) [Zhang and Zha, 2004J 等.周部保持投

影(Locality Preserving Projections，简称 LPP) [He and Niyogi, 2004] 是基于

LE 的线性降维方法.对监督学习而盲，根据类别信息扭曲后的低维空间常比本

真低维空间更有利 [Geng et al. , 2005]. 值得注意的是，流形学习欲有效进行邻

域保持则需样本密采样，而这恰是高维情形下面临的重大障碍?因此流形学习

方法在实践中的降维性能往往没有预期的好;但邻域保持的想法对机器学习的

其他分支产生了重要影响，例如半监督学习中有著名的流形假设、流形正则化

[Belkin et al. , 2006]. [Yan et a上， 2007] 从图嵌入的角度给出了降维方法的一个

统一框架.

将必连关系、勿连关系作为学习任务优化 H标的约束，在半监督聚类的研

究中使用得更早 [Wagstaff et a1., 2001]. 在度量学习中，由于这些约束是对所有

样本同时发生作用 [Xing et 乱， 2003]，因此相应的方法被称为全局度量学习方
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法.人们也尝试利用局部约束(例如邻域内的二元关系)，从而产生了局部距离

度量学习方法 [Weinberger and Saul, 2009]，甚至有一些研究试图为每个样本

产生最合适的距离度量 [Frome et al., 2007; Zhan et 乱， 2009]. 在具体的学习

与优化求解方面3 不同的度量学习方法往往采用了不同的技术?例如 [Yang et 

al., 2006] 将度量学习转化为判别式概率模型框架下基于样本对的二分类问题

求解， [Davis et al., 2007] 将度量学习转化为信息论框架下的 Bregman 优化问

题?能方便地进行在线学习.
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习题

10.1 编程实现 k 近邻分类器，在西瓜数据集 3.0α 上比较其分类边界与决

西瓜数据集 3回归儿 p.89 策树分类边界之异同.
的表 4.5

princomp 函数调用

Yale 人脸数据集见

http://vision.ucsd.edu/content 
jyale-face-database 

10.2 令 err 、 err* 分别表示最近邻分类器与贝叶斯最优分类器的期望错误

率7 试证明

( " IYI.. _____* \ (2 一一一一 x err* l . (10 .40) 
吨『飞 IYI - 1 "v" ) 

10.3 在对高维数据降维之前应先进行"中心化"常见的是将协方差矩阵

xxT 转化为 XHHTXT，其中 H=I 一击11T，试析其效果.

10.4 在实践中，协方差矩阵 xxT 的特征值分解常由中心化后的样本矩阵

X 的奇异值分解代替，试述其原因.

10.5 降维中涉及的投影矩阵通常要求是正交的.试述正交、非正交投影矩

阵用于降维的优缺点.

10.6 试使用 MATLAB 中的 PCA 函数对 Yale 人脸数据集进行降维，并观

察前 20 个特征向量所对应的图像.

10.7 试述核化线性阵维与流形学习之间的联系及优缺点.

10.8* k 近邻图和 E 近邻图存在的短路和断路问题会给 Isomap 造成困扰，试

设计一个方法缓解该问题.

10.驴 试设计一个方法为新样本找到 LLE 降维后的低维坐标.

参见 9.3 节 10.10 试述如何确保度量学习产生的距离能满足距离度量的四条基本性质
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休息一会儿

小故事:主成分分析与卡尔·皮尔逊

主成分分析 (PCA) 是迄今最常用的降维方法，它有许

多名字，例如线性代数中的散度矩阵奇异值分解 (SVD) 、

统计学中的因子分析 (factor analysis)、信号处理中的离散

Karhünen-Loève 变换、图像分析中的 Hotelling 变换、文

本分析中的潜在语义分析 (LSA)、机械工程中的本征正交

分解 (POD)、气象学中的经验直交函数 (EOF)、结构动力学中的经验模分析

(EMA)、心理测量学中的 Schmidt-Mirsky 定理等.

卡尔·皮尔逊 (Karl Pearson, 1857.:_1936) 在 1901 年发明 了 PCA. 皮尔逊

是一位罕见的百科全书式的学者，他是统计学家、应用数学家、哲学家、历史

学家、民俗学家、宗教学家、 人类学家、语言学家，还是社会活动家、教育改

革家、作家. 1879 年他从剑桥大学国王学院数学系毕业， 此后到德国海德堡大

学、柏林大学等地游学，涉猎广泛.1884 年他开始在伦敦大学学院 (University

College London，简称 UCL) 担任应用数学讲席教授， 39 岁 时成为英国皇家学

会会士.他在 1892 年出版的科学哲学经典名著《科学的规范 )) ，为爱因斯坦创

立相对论提供了启发.皮尔逊对统计学作出了极为重要的贡献，例如他提出了

相关系数、标准差、卡方检验、 矩估计等，并为假设检验理论、统计决策理论

奠定了基础，被尊为"统计学之父"

皮尔逊开展统计学研究是因受到了生物学家 F. Galton 和 W. Welton 的影

Galton 是达尔文的表弟， 响，希望使进化论能进行定量描述和分析. 1901 年他们三人创立了著名的统计
"优生学"发明人，< , 

学期刊 Biometrika， 皮尔逊担任主编直至去世.皮尔逊的独子 Egon 也是著名

统计学家，是著名 的"奈曼-皮尔逊定理"中的皮尔逊，他子承父业出任 UCL

的统计学教授以及 Biometrikα 主编，后来担任了英国皇家统计学会主席.
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1 1. 1 子集搜索与评价

我们能用很多属性描述一个西瓜?例如色泽、根蒂、敲声、纹理、触感

等，但有经验的人往往只需看看根蒂、听听敲声就知道是否好瓜.换言之?对

一个学习任务来说，给定属性集，其中有些属性可能很关键、很有用，另一些

属性则可能没什么用.我们将属性称为"特征" (feature)，对当前学习任务有

用的属性称为"相关特征" (relevant feature)、没什么用的属性称为"无关特

征" (irrelevant feature). 从给远的特征集合中选择出相关特征于集的过程，称

为"特征选择" (feature selection). 

特征选择是一个重要的"数据预处理" (data preprocessing)过程?在现实

机器学习任务中 7 获得数据之后通常先进行特征选择，此后再训练学习器.那

么?为什么要进行特征选择呢?

有两个很重要的原因:首先，我们在现实任务中经常会遇到维数灾难问题，

这是由于属性过多而造成的?若能从中选择出重要的特征，使得后续学习过程

仅需在-部分特征上构建模型?则维数灾难问题会大为减轻.从这个意义上说，

特征选择与第10章介绍的降维有相似的动机;事实上，它们是处理高维数据的

两大主流技术.第一个原因是，去除不相关特征往往会降低学习任务的难度?这

就像侦探破案一样，若将纷繁复杂的因素抽丝剥茧，只留下关键因素，则真相往

往更易看清.

需注意的是?特征选择过程必须确保不丢失重要特征，否则后续学习过程

会因为重要信息的缺失而无法获得好的性能.给定数据集，若学习任务不同，则

相关特征很可能不同?因此，特征选择中所谓的"无关特征"是指与当前辈习

任务无关.有一类特征称为"冗余特征" (redundant feature)，它们所包含的信

息能从其他特征中推演出来.例如，考虑立方体对象，若己有特征"底面长"

"底面宽"，则"底面积"是冗余特征，因为它能从"底面长"与"底固宽"

得到.冗余特征在很多时候不起作用，去除它们会减轻学习过程的负担.但有

时冗余特征会降低学习任务的难度，例如若学习目标是估算立方体的体积，则

"底面积"这个冗余特征的存在将使得体积的估算更容易;更确切地说，若某

个冗余特征恰好对应了完成学习任务所需的"中间概念'\则该冗余特征是有
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亦称子集"生成与技

索"

假设每个属性有 υ 个可

取值，则 V=vIA1 这可能
是一个很大的值，因此实
践中通常是从子集搜索过
程中前一轮属性子集的评
价值出发来进行计算.
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益的.为简化讨论，本章暂且假定数据中不涉及冗余特征，井且假定初始的特征

集合包含了所有的重要信息.

欲从初始的特征集合中选取一个包含了所有重要信息的特征子集，若没有

任何领域知识作为先验假设，那就只好遍历所有可能的子集了;然而这在计算

上却是不可行的?因为这样做会遭遇组合爆炸?特征个数稍多就无法进行.可行

的做法是产生一个"候选子集"，评价出它的好坏，基于评价结果产生下一个

候选子集，再对其进行评价，……这个过程持续进行下去，直至无法找到更好的

候选子集为止.显然，这里涉及两个关键环节:如何根据评价结果获取下一个候

选特征子集?如何评价候选特征子集的好坏?

第一个环节是"子集搜索" (su bset search)问题.给走特征集合 {α1 ，
α2 ，... ， αd} ， 我们可将每个特征看作一个候选子集，对这 d 个候选单特征子

集进行评价，假定 {α2} 最优，于是将 {α2}作为第一轮的选定集;然后，在上一

轮的选定集中加入一个特征，构成包含两个特征的候选子集，假定在这 d-1 个

候选两特征子集中 {α2 ， α4} 最优，且优于 {α2}，于是将 {α2 ， α4} 作为本轮的选
定集，假定在第 k+1 轮时，最优的候选 (k十1) 特征子集不如上一轮的选

定集?则停止生成候选子集，并将上一轮选定的 k 特征集合作为特征选择结果.

这样逐渐增加相关特1ïE的策略称为"前肉" (fòrward)搜索.类似的，若我们从

完整的特征集合开始，每次尝试去掉一个无关特征，这样逐渐减少特征的策略

称为"后向" (backward)搜索.还可将前向与后向搜索结合起来，每一轮逐渐

增加选定相关特征(这些特征在后续轮中将确定不会被去除)、同时减少无关特

征，这样的策略称为"双向" (bidirectional)搜索.

显然，上述策略都是贪心的，因为它们仅考虑了使本轮选定集最优，例如在

第二轮假定选择 α5 优于句，于是选定集为 {α2 ， α4 ， α5}，然而在第四轮却可能是
{α2，何?句， α8} 比所有的 {α2，龟，句，向}都更优.遗憾的是，若不进行穷举搜索，
则这样的问题无法避免.

第二个环节是"~集评价" (subset evaluation) 问题.给运数据集 D， 假
定 D 中第 4 类样本所占的比例为 Pi (i = 1 ， 2，...， IYI). 为便于讨论?假定样
本属性均为离散型.对属性子集 A， 假定根据其取值将 D 分成了 V 个子集
{D l, D2 ,..., DV} ， 每个子集中的样本在 A 上取值相同，于是我们可计算属性

子集 A 的信息增益

ι IDVI 
Gain(A) 二 Ent(D) 一>:一:d-Ent(DV) , (11.1) 

但 IDI



11.2 过滤式选择

参见 4.2.1 节.

许多"多样性度量"
如不令度量、相关系数等，
稍加调整即可用于特征子
集评价，参见 8.5.2 节
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其中信息情定义为

IYI 
Ent(D) = - ~二Pk 1og2比 (11.2) 

也=1

信息增益 Gain(A) 越大，意味着特征子集 A包含的有助于分类的信息越多.于

是，对每个候选特征子集，我们可基于训练数据集 D 来计算其信息增益，以此

作为评价准则.

更一般的，特征子集 A 实际上确定了对数据集D 的一个划分，每个划分区

域对应着 A上的一个取值，而样本标记信息 Y则对应着对 D 的真实划分，通过

估算这两个划分的差异，就能对 A进行评价.与 Y 对应的划分的差异越小，则

说明 A越好.信息婿仅是判断这个差异的一种途径，其他能判断两个划分差异

的机制都能用于特征子集评价.

将特征子集搜索机制与子集评价机制相结合，即可得到特征选择方法.例

如将前向搜索与信息娟相结合，这显然与决策树算法非常相似.事实上，决策树

可用于特征选择，树结点的划分属性所组成的集合就是选择出的特征子集.其

他的特征选择方法未必像决策树特征选择这么明显，但它们在本质上都是显式

或隐式地结合了某种(或多种)子集搜索机制和子集评价机制.

常见的特征选择方法大致可分为三类:过滤式(且lter)、包裹式(wrapper)和.

嵌入式(embedding).

1 1.2 过滤式选择

过滤式方法先对数据集进行特征选择，然后再训练学习器，特征选择过程

与后续学习器无关.这相当于先用特征选择过程对初始特征进行"过滤"，再

用过滤后的特征来训练模型.

Relief (Relevant Features) [Kira and Rendell, 1992] 是一种著名的过滤式

特征选择方法，该方法设计了一个"相关统计量"来度量特征的重要性.该统

计量是一个向量，其每个分量分别对应于一个初始特征，而特征子集的重要性

则是由子集中每个特征所对应的相关统计量分量之和来决定.于是，最终只需

指定一个阔值 T， 然后选择比 T 大的相关统计量分量所对应的特征即可;也可指

定欲选取的特征个数 k， 然后选择相关统计量分量最大的 k 个特征.

显然， Relief 的关键是如何确定相关统计量.给定训练集 {(X1 ， Y1) , 
(X2 , Y2) , ..., (xm, Ym)} ， 对每个示例酌， Relief 先在町的同类样本中寻找

其最近邻吼叫，称为"猜中近邻" (near-hit)，再从码的异类样本中寻找其最
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Relief 中相关统计莹的
计算己隐然具有距离度量

学习的意味距离度量学
习参见 10.6 节
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近邻 Xi，nm ， 称为"猜错近邻" (口car-miss)，然后，相关统计量对应于属性 j 的

分量为

8) 二三二 -diff(叫， X~，nh)2 + diff时， x{，nm)2 , (11.3) 

其中 X~ 表示样本均在属性 j 上的取值， diff(x~ ， x1) 取决于属性 j 的类型:若

属性 j 为离散型?则~ =x1 时 diff(吨， X1) = 0，否则为 1; 若属性 j 为连续型，

则 diff(吨 ， Xb) = Ix~ - x11 ，注意 ~， X1 己规范化到 [0 ， 1] [互间.

从式(1 1. 3)可看出?若 Xi 与其猜中近邻 Xi.nh 在属性 j 上的距离小于 Xi 与

其猜错近邻酌，nm 的距离7 贝IJ说明属性 3 对区分同类与异类样本是有益的，于是

增大属性 j 所对应的统计量分量;反之，若 Xi 与其猜中近邻酌，nh 在属性 j 上的

距离大于 Xi 与其猜错近邻 Xi.nm 的距离，则说明属性 j 起负面作用?于是减小

属性 j 所对应的统计量分量.最后，对基于不同样本得到的估计结果进行平均?

就得到各属性的相关统计量分量?分量值越大，则对应属性的分类能力就越强.

式(11.3)中的 4 指出了用于平均的样本下标.实际上 Relief只需在数据集的

采样上而不必在整个数据集上估计相关统计量 [Kira and Rendell, 1992]. 显然，

Relief 的时间开销随采样次数以及原始特征数线性增长，因此是一个运行效率

很高的过滤式特征选择算法.

Relief 是为二分类问题设计的 1 其扩展变体 RelieιF [Kononenko , 1994] 能

处理多分类问题.假定数据集 D 巾的样本来自 IYI 个类别.对示例 X; ， 若它属

f第 k 类 (k ε{1 ， 2，…， IYI} ，则 Relief-F 先在第 k 类的样本中寻找町的最近

邻示例 Xi.nh 并将其作为猫中近邻，然后在第 k 类之外的每个类中找到‘个矶

的最近邻示例作为猜锚近邻，记为 Xi， l ，nm (l = 1, 2,…, IYI; l 并 k). 于是，相夫

统计量对应于属性 j 的分量为

8j =艺 -dif(474，nh)2+ 汇。× diE(zjJLIAIJ) ， (114)
1手k

其中 Pl 为第 l 类样本在数据集 D 中所占的比例.

1 1.3 包裹式选择

与过滤式特征选择不考虑后续学习器不间?包裹式特征选择直接把最终将

要使用的学习器的性能作为特征于集的评价准则.换言之?包裹式特征选择的

目的就是为给定学习器选择最有利于其性能、 "量身走做"的特征子集.

一般而言，由于包裹式特征选择方法直接针对给定学习器进行优化，因此



11.3 包裹式选择

拉斯维加斯方法和蒙特
卡罗方法是两个以著名赌

城名字命名的随机化方法回
两者的主要区别是若有
时间限制，则拉斯维加斯
方法或者给出满足要求的
解，或者不给出解，而蒙
特卡罗方法一定会给出解，
虽然给出的解未必满足要

求，若无时间限制 1 则两者

都能给出满足要求的解

非n始千七A

在特征子集 A' 上通过
叉又验证估计学习器误差

若连续 T轮未史新则算
法停止

251 

从最终学习器性能来看，包裹式特征选择比过滤式特征选择更好?但另一方面，

由于在特征选择过程中需多次训练学习器，因此包裹式特征选择的计算开销通

常比过滤式特征边择大得多.

LVW (Las Vegas Wrapper) [Liu and Setiono, 1996] 是一个典型的包裹式

特征选择方法.它在拉斯维加斯方法(Las Vegas method)框架下使用随机策略

来进行子集搜索，并以最终分类器的误差为特征子集评价准则.算法描述如

图 11.1所示.

输入:数据集 D;
特征集 A;
学习算法立:
停止条件控制参数 T.

过程:

1: E= ∞‘ 
2: d= IAI; 
3: A* = A; 
4: t = 0; 
5: while t < T do 
6: 随机产生特征子集 Af;

7: d'= IA'I; 
8: E' = CrossValidation(~(DA')); 
9: if(E'<E)V((E'=E) 八 (d' < d)) then 

10: t = 0; 
11: E=E'; 
12: d= d'; 
13: A* =A' 
14: else 
15: t=t+l 
16: end if 
17: end while 
输出:特征子集 A* 。

固 11. 1 LVW 算法描述

国 11.1算法第 8 行是通过在数据集 D 上?使用交叉验证法来估计学习器

￡的误差?注意这个误差是在仅考虑特征子集 A' 时得到的，即特征子集 A' 上

的误差，若它比当前特征子集 A 上的误差更小，或误差相当但 A' 中包含的特征

数更少?则将 A' 保留下来.

需注意的是，由于 LVW 算法中特征子集搜索采用了随机策略，而每次特征

子集评价都需训练学习器，计算开销很大?因此算法设置了停止条件控制参数

T 然而?整个 LVW 算法是基于拉斯维加斯方法框架，若初始特征数很多(即

IAI 很大)、 T 设置较大，则算法可能运行很长时间都达不到停止条件.换言之，
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正则化参见 6.4 节

岭回归最初由 A.

Tikhonov 在 1943 年发表
于《苏联科学院院刊)) , 

因此亦称 "Tikhonov 回

归"而 L2 正则化亦称

"Tikhonov 止则化"
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若有运行时间限制?则有可能给不出解.

1 1.4 嵌入式选择与L1正则化

在过滤式和包裹式特征选择方法中，特征选择过程与学习器训练过程有明

显的分别;与此不同，嵌入式特征选择是将特征选择过程与学习器训练过程融

为一体，两者在同一个优化过程中完成，即在学习器训练过程中自动地进行了

特征选择.

给定数据集 D 二二 {(X1 ， yl), (X2 ， 但)，… ， (Xm ， y仇)}，其中 zε ffi.d ， y εR 我

们考虑最简单的线性回归模型，以平方误差为损失函数，则优化目标为

哈n I)Yi - WTXi)2 (1 1.5) 

当样本特征很多，而样本数相对较少时，式(1 1. 5)很容易陷入过拟合.为了

缓解过拟合问题，可对式(11.5) 引入正则化项.若使用 L2 范数正则化，则有

哈n~二(切一 ωTXi)2 + λ11ωII~ (11.6) 

其中正则化参数 λ>0 式(11.6)称为 "ili令回归" (ridge regression) [Tikhonov 

and Arsenin, 1977]，通过引入 L2 范数正则化?确能显著降低过拟合的风险

那么，能否将正则化工页中的 L2 范数替换为 Lp 范数昵?答案是肯定的.若

令 p= 1 ， 即采用 L1 范数，则有

口过，nL(Yi ωTXi)2 + λ11ω111 (11. 7) 

选221"飞ffEZ 其中正则化参数 λ>0 式(11 稍为 LA8S0 (Least Absolute 8h血kage 削
口，因此一般直接称 LA5- Selection Operator) [Tibshira风 1996])
50. 

事实上，对四施加"稀
疏约束" (J!p希望四的非

零分量冬可能少)录自然
的是使用 Lo 范数，但 Lo
范数不连续，难以优化求

解，因此常使用 Ll 范数来
近似

L1 范数和 L2 范数正则化都有助于降低过拟合风险，但前者还会带来一个

额外的好处:它比后者更易于获得"稀疏" (sparse)解，即它求得的 ω 会有更

少的非零分量.

为了理解这→点，我们来看一个直观的例子:假定 z 仅有两个属性，于是

无论式(1 1.6)还是(1 1.7)解出的切都只有两个分量，即 ω1 ， ω2，我们将其作为两

个坐标轴，然后在图中绘制出式(1 1.6)与 (1 1. 7) 的第一项的"等值线"，即在
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W1 

飞

、
飞

\! 

平方误差项等值线

J 

W2 

图 11.2 L1 正则化比 L2 正则化史易于得到稀疏解

即选择出对应于四之非
零分量的特征

(ω1，叫)空间中平方误差项取值相同的点的连线，再分别绘制出 L1 范数与 L2

范数的等值线，即在(叫，叫)空间中 L1 范数取值相同的点的连线7 以及 L2 范

数取值相同的点的连线，如图 11.2 所示式(1 1.6) 与 (11 . 7)的解要在平方误差项

与正则化项之间折中，即出现在图中平方误差项等值线与正则化项等值线相交

处.由图 1 1.2 可看出，采用 L1 范数时平方误差项等值线与正则化项等值线的

交点常出现在坐标轴上? 即 ω1 或 ω2 为 0， 而在采用 L2 范数时，两者的交点常

出现在某个象限中， 即 ω1 或 ω2 均非 0; 换言之?采用 L1 范数比 L2 范数更易于

得到稀疏解.

注意到 ω 取得稀疏解意味着初始的 d 个特征中仅有对应着 ω 的非零分量

的特征才会出现在最终模型中 7 于是，求解 L1 范数正则化的结果是得到了仅采

用一部分初始特征的模型;换言之，基于 L1 正则化的学习方法就是一种嵌入式

特征选择方法?其特征选择过程与学习器训练过程融为一体， 同时完成.

L1 正则化问题的求解可使用近端梯度下降 (Proximal Gradient Descent , 

简称 PGD) [Boyd and Vandenberghe, 2004]. 具体来说， 令 飞7 表示微分算子，对

优化目标

minf(x) + λ I l x l h ， 
z 

(11.8) 

若 f(x) 可导?且 \lf 满足 L-Lipschitz 条件，即存在常数 L>O 使得

II\7 f (x') - \7f(x)l l~ ζ L Ilx' - xll~ ('Vx , x') , (11.9) 
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则在 Xk 附近可将 f(x) 通过二阶泰勒展式近似为

j(x) 巳队)+阿(川一叫)+;||z 一 xkl1 2

=~llx 一 (xk-~Vf(Xk))II: +c叫 (11.10)
其中 const 是与 z 无关的常数，斗， .)表示内积.显然?式(1 1. 10)的最小恒在如下

Xk+1 获得:

zkrmk jvkzk) 
、
、
、l'
/

-EL -i 
-

1ai -ti ( 

于是，若通过梯度下降法对 f(x) 进行最小化，则每一步梯度 F阵法代实际

上等价于最小化二次函数 f(x). 将这个思想推广到式(11. 8)，则能类似地得到
其每一步法代应为
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即在每一步对 f(x) 进行梯度下降迭代的同时考虑 L1 范数最小化.

对于式(1 1. 12)，可先计算 Z = Xk - tVf(Xk) ， 然后求解

Xk+1 - 叫mιIlx - zll~ +入 IIxl11 . (11.13) 
2 年

习题 11.8

令 x' 表示 m 的第 t 个分量?将式(1 1. 13)按分量展开可看出『其中不存在 xix.i

( i 手 j) 这样的工页， Il.P x 的各分章写不影响，于是式(1 1. 13)有闭式解

I z' 一 λ/L ， λ/L < z' ; 

Xk+1 = < 0, Izilζλ/L; 

I zí 士 λ/L ， z'! < 一λ/L ，

(11.14) 

其中 zL+1 与 z' 分别是 Xk十1 与 z 的第 1 个分量.因此，通过 PGD 能使 LASSO
和其他基于 L1 范数最小化的方法得以快速求解.

11.5 稀疏表示与字典学习

不妨把数据集 D 考虑、成一个矩阵，其每行对应于·个样本，每列对应于_..

个特征.特征选择所考虑的问题是特征具有"稀疏性"?即矩阵中的许多列与

当前学习任务无关，通过特征选择去除这些列，则学习器训练过程仅需在较小



11.5 稀硫表示与字典学习

模型涉及的输入因素减

少了，模型所建立的"输
入"输出"关系会灵清晰.

这里为了用汉语来举例
说明，我们回避了分询问

题，仅谈论汉字

参见 6.3 节和 12.4 节

字典亦称"码书"
(codebook) 

字典学习亦称"码书学

习" (∞debook learning) 
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的矩阵上进行，学习任务的难度可能有所降低?涉及的计算和存储开销会减少，

学得模型的可解释性也会提高.

现在我们来考虑另L种稀疏性:D 所对应的短阵中存在很多零元素，但这

些零元素并不是以整列、整行形式存在的.在不少现实应用中我们会遇到这样

的情形，例如在文档分类任务中，通常将每个文档看作一个样本，每个宇(词)作

为一个特征，宇(词)在文档中出现的频率或次数作为特征的取值;换言之， D

所对应的矩阵的每行是一个文档，每列是一个字(词)，行、列交汇处就是某

字(词)在某文档中出现的频率或次数.那么，这个矩阵有多少列呢?以汉语为

例， <<康熙字典》中有 47035 个汉字，这意味着该矩阵可有 4 万多列，即使仅考

虑《现代汉语常用字表》中的汉字，该矩阵也有 3500 列.然而，给定一个文档，

相当多的字是不出现在这个艾档中的，于是矩阵的每一行都有大量的苓元素;

对不同的文档，零元素出现的列往往很不相同.

当样本具有这样的稀疏表达形式时，对学习任务来说会有不少好处，例如

线性支持向量机之所以能在文本数据上有很好的性能，恰是由于文本数据在使

用上述的字频表示后具有高度的稀疏性，使大多数问题变得线性可分.同时，稀

疏样本并不会造成存储上的巨大负担，因为稀疏矩阵己有很多高效的存储方法.

那么，若给定数据集 D 是稠密的，即普通非稀疏数据，能否将其转化为

"稀疏表示" (日parse representation) 形式，从而享有稀疏性所带来的好处呢?

需注意的是，我们所希望的稀疏表示是"恰当稀疏'\而不是"过度稀疏"仍

以汉语文档为例，基于《现代汉语常用字表》得到的可能是恰当稀疏，即其稀

疏性足以让学习任务变得简单可行;而基于《康熙字典》则可能是过度稀疏，

与前者相比，也许并未给学习任务带来更多的好处.

显然，在一般的学习任务中(例如图像分类)并没有《现代汉语常用字表》

可用，我们需学习出这样一个"字典"为普通稠密表达的样本找到合适的

字典，将样本转化为合适的稀疏表示形式，从而使学习任务得以简化，模型

复杂度得以降低，通常称为"字典学习" (dictionary learning)，亦称"稀疏编

码" (sparse coding). 这两个称谓稍有差别，"字典学习"更侧重于学得字典的

过程?而"稀疏编码"则更侧重于对样本进行稀疏表达的过程由于两者通常

是在同一个优化求解过程中完成的，因此下面我们不做进一步区分，笼统地称

为字典学习.

给定数据集 {Xl ， X2γ •• ， Xm} ， 字典学习最简单的形式为

zitE二 11叫一 B向 II~ 十 λ汇 11向 111 (11.15) 
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其中 Bε ]Rdxk 为字典矩阵， k 称为字典的词汇量，通常由用户指定?叫 ξ ]Rk 则

是样本玛巴 ]Rd 的稀疏表示.显然，式(1 1. 15)的第一项是希望由 q 能很好地重

构 Xi ， 第二项则是希望向尽量稀疏.

与 LASSO 相比，式(1 1. 15)显然麻烦得多，因为除了类似于式(1 1. 7)中 ω 的

哟，还需学习宇典矩阵 B 不过，受 LASSO 的启发，我们可采用变量交替优化

的策略来求解式(1 1. 15).

首先在第一步，我们固定住字典 B，若将式(1 1. 15)按分量展开，可看出其中

不涉及 α了αi (也并 v) 这样的交叉项，于是可参照 LASSO 的解法求解下式，从

而为每个样本院找到相应的问:

minllxi - B叫自 +λ11叫 111 . (1 1.16) 

在第二步，我们固定住向来更新字典 B，此时可将式(1 1. 15)写为

2吕nIIX-BAII手， (11.17) 

其中 X = (Xl ， 的，...， Xm) ε ]Rdxm ， A = (α1 ， α2，…， αm) E ]Rkxm, 11 . IIF 是
矩阵的Frobenius 范数.式(1 1. 17)有多种求解方法，常用的有基于逐列更新策

略的 KSVD [Aharon et al., 2006]. 令 bi 表示字典矩阵 B 的第 4 列，旷表示稀

疏矩阵 A 的第 t 行，式(11.17)可重写为

2 

?|lX 一 BAII~ = ~!n IIX 一 I)jαj
)=1 IIF 

=哈丑 III X- ~bjαj J - bíoí 

\ J7=' / IIF 
2F 
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( 

在更新字典的第 4 歹IJ时，其他各列都是固定的，因此 Eí = 2:#i bjOJ 是固定的?

于是最小化式(1 1. 18)原则上只需对 Ei 进行奇异值分解以取得最大奇异值所对

应的正交向量.然而，直接对 Ei 进行奇异值分解会同时修改队和 α飞从而可

能破坏 A 的稀疏性.为避免发生这种情况， KSVD 对 Ei 和 d 进行专门处理:

d 仅保留非零元素， Ei 则仅保留 bi 与旷的非零兀素的乘积项，然后再进行奇

异值分解，这样就保持了第一步所得到的稀疏性.



11.6 压缩感知

奈奎斯特采样定理提供
了信号恢复的充分条件而

非必要条件-

亦称 compressíve sens­
mg 

u 亦称"测量值>>
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初始化字典矩阵 B 之后反复迭代上述两步，最终即可求得字典 B 和样本

æi 的稀疏表示 αi. 在上述字典学习过程中，用户能通过设置词汇量 k 的大小来

控制字典的规模，从而影响到稀疏程度.

11.6 压缩感知

在现实任务中，我们常希望根据部分信息来恢复全部信息.例如在数据通

讯中要将模拟信号转换为数字信号，根据奈奎斯特 (Nyquist) 采样定理，令采

样频率达到模拟信号最高频率的两倍，则采样后的数字信号就保留了模拟信号

的全部信息;换言之，由此获得的数字信号能精确重构原模拟信号.然而，为了

便于传输、存储，在实践中人们通常对采样的数字信号进行压缩，这有可能损

失一些信息，而在信号传输过程中，由于信道出现丢包等问题，又可能损失部

分信息.那么，接收方基于收到的信号，能否精确地重构出原信号呢?压缩感

知(compressed sensing) [Donoho, 2006; Cand臼 et al., 2006] 为解决此类问题提

供了新的思路.

假定有长度为 m 的离散信号 æ，不妨假定我们以远小于奈奎斯特来样定理

要求的来样率进行采样，得到长度为 n 的采样后信号 y， n <<: m，即

y = q,æ , (11.19) 

其中q， E )Rnxm 是对信号 z 的测量矩阵，它确定了以什么频率进行采样以及如

何将来样样本组成采样后的信号.

在已知离散信号 z 和测量矩阵 φ 时要得到测量值 u 很容易，然而，若将测

量值和测量矩阵传输出去，接收方能还原出原始信号 z 吗?

一般来说，答案是 "No" ，这是由于 η<<: m，因此 y， æ， φ 组成的

式(11.19)是一个欠定方程，无法轻易求出数值解.

假定z本身不是稀疏的. 现在不妨假设存在某个线性变换 VεRm×m，使得 z 可表示为曹s， 于是 U

可表示为

y= φ曹s=As ， (11.20) 

其中 A= q，vε )Rnxm. 于是，若能根据 ν 恢复出 s， 则可通过 æ=Vs 来恢复

出信号 æ.

粗看起来式(11.20)没有解决任何问题，因为式(11.20)中恢复信号 s 这个逆

问题仍是欠定的.然而有趣的是，若 s 具有稀疏性，则这个问题竟能很好地得
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以解决!这是因为稀疏性使得未知因素的影响大为减少.此时式(11.20)中的审

称为稀疏基，而 A 的作用则类似于字典，能将信号转换为稀疏表示.

事实上，在很多应用中均可获得具有稀疏性的 s ， 例如图像或声音的数字信

号通常在时域上不具有稀疏性?但经过傅里叶变换、余弦变换、小波变换等处

理后却会转化为频域上的稀疏信号.

显然，与特征选择、稀疏表示不同，压缩感知关注的是如何利用信号本身

所具有的稀疏性，从部分观测样本中恢复原信号.通常认为，压缩感知分为"感

知测量"和"重构恢复"这两个阶段"感知测量"关注如何对原始信号进行

处理以获得稀疏样本表示，这方面的内容涉及傅里叶变换、小波变换以及 11.5

节介绍的字典学习、稀疏编码等，不少技术在压缩感知提出之前就己在信号处

理等领域有很多研究;"重构恢复"关注的是如何基于稀疏性从少量观测中恢

复原信号，这是压缩感知的精髓，当我们谈到压缩感知时，通常是指该部分.

压缩感知的相关理论比较复杂，下面仅简要介绍一下"限定等距性"

(Restricted Isometry Property，简称 RIP) [Candès, 2008]. 

对大小为 n x m (n<< m) 的矩阵 A，若存在常数也 ε(0， 1) 使得对于任意

向量 s 和 A 的所有子矩阵 Ak E ]Rnxk 有

(1- 8k)llsll~ζIIAkSII~ :::;; (1 +也)llsll~ , (11.21) 

则称 A满足 k 限定等距性 (k-RIP). 此时可通过下面的优化问题近乎完美地从

ν 中恢复出稀疏信号 s， 进而恢复出 x:

nu s 
丑

-ms 
(11.22) 

s.t. Y = As . 

然而，式(1 1. 22)涉及 Lo 范数最小化，这是个 NP 难问题.值得庆幸的是， L1 

范数最小化在一定条件下与 Lo 范数最小化问题共解 [Cand色s et al., 2006]，于

是实际上只需关注

min IIsl11 (11.23) 

s.t. Y = As . 

这样，压缩感知问题就可通过 L1 范数最小化问题求解，例如式(11.23)可转化为
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这是一个典型的"协同

过滤， (collaborative filter­
ir时任务

LASSO 的等价形式再通过近端梯度下降法求解，即使用"基寻踪去噪" (Basis 

Pursuit De-Noisi吨) [Chen et al. , 1998]. 

基于部分信息来恢复全部信息的技术在许多现实任务中有重要应用.例

如网上书店通过收集读者在网上对书的评价，可根据读者的读书偏好来进行新

书推荐，从而达到走向广告投放的效果.显然，没有哪位读者读过所有的书，也

没有哪本书被所有读者读过，因此，网上书店所搜集到的仅有部分信息.例如

表 11. 1 给出了四位读者的网上评价信息，这里评价信息经过处理，形成了"喜

好程度"评分 (5 分最高).由于读者仅对读过的书给出评价，因此表中出现了

很多禾知项"? " 

压缩感知11.6 

表 11.1 客户对书的喜好程度评分

《人类的故事》

2 
whuq'-qr· 

《云海玉弓缘》

3 
? 

? 

4 

《人间词话》

? 

。
d
o
r
-

53?· 

《笑傲江湖》

赵大

钱二

孙三

李四

5 

? 

5 

5 

那么，能否将表 11. 1 中通过读者评价得到的数据当作部分信号，基于压缩

感知的思想恢复出完整信号呢?

3 

我们知道，能通过压缩感知技术恢复欠采样信号的前提条件之一是信号

有稀疏表示.读书喜好数据是否存在稀疏表示昵?答案是肯定的一般情形

1 读者对书籍的评价取决于题材、作者、装帧等多种因素，为简化讨论，假定

表 11. 1 中的读者喜好评分仅与题材有关. <<笑傲证湖》和《云海玉弓缘》是武

侠小说， (<万历十五年》和《人类的故事》是历史读物， (<人间词话》属于诗

词文学.一般来说，相似题材的书籍会有相似的读者?若能将书籍按题材归类，

则题材总数必然远远少于书籍总数，因此从题材的角度来看，表 11.1 中反映出

的信号应该是稀疏的.于是，应能通过类似压缩感知的思想加以处理.

矩阵补全 (matrix completion) 技术 [Candès and Recht , 2009] 可用于解决

这个间题，其形式为

亦称"低秩矩阵恢复"

(11.24) 吱n rank(X) 

s.t. (X)ij = (A)材 ， (i ， j) εn， 

其中， X 表示需恢复的稀疏信号; rank(X) 表示矩阵 X 的秩;A 是如表 1 1. 1 的
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核范数亦称"边范数"

(t阳e norm) 

SDP 参见附录 8.3.
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读者评分矩阵这样的己观测信号;n 是 A 中非"?"元素 (A)ij 的下标 (i ， j) 的

集合.式。1.24)的约束项明确指出，恢复出的矩阵中 (X)η 应当与己观测到的

对应元素相同

与式(1 1.22)相似，式(11.24)也是L个 NP 难问题.注意到 rank(X) 在集合

{Xε ]Rmxn: Ilxll手 ζ1} 上的凸包是 X 的"核范数" (nuclear norm): 

min{m,n} 

IIXII*= '2二 σ'j(X) , (11.25) 

其中 σ"j (X) 表示 X 的奇异值，即矩阵的核范数为矩阵的奇异值之和，于是可通

过最小化姐阵核范数来近似求解式(11.24) ，即

吱n IIXII* (11.26) 

S.t. (X)ij = (A)ij , (i ,j) E n. 

式(1 1.26)是一个凸优化问题，可通过半正定规划 (Semi-Definite Programming, 

简称 SDP) 求解.理论研究表明，在满足一定条件时，若 A 的秩为 r， n<< m，则
只需观察到 O(mrlog2 m) 个元素就能完美恢复出 A [Recht, 2011]. 

1 1. 7 阅读材料

特征选择是机器学习中研究最早的分支领域之二'早期研究主要是按特

征子集"生戚与搜索回评价"过程进行.在子集生成与搜索方面寻|入了很多

人工智能搜索技术?如分支限界注 [Narendra and Fukunaga, 1977]、浮动搜索

法 [Pudil et al., 1994] 等;在子集评价方面则采用了很多源于信息论的准则，

如信息娟、 AIC (Akaike Ir由rmation Criterion) [Akaike, 1974] 等. [Blum and 

Langley, 199可对于集评价准则进行了讨论， [Forman, 2003] 则进行了很多实验

比较.

早期特征选择方法主要是过滤式的，包裹式方法出现稍晚 [Kohavi and 

John, 1997]，嵌入式方法事实上更晚 [Weston et al., 2003]，但由于决策树算法

在构建树的同时也可看作进行了特征选择，因此嵌入式方法也可追溯到 ID3

[Quinlan, 1986]. 有很多文献对特征选择方法的性能进行了实验比较 [Yang

and Pederson, 1997; Jain and Zongker, 199可.更多关于特征选择的内容可参

阅 [Guyon and Elisseeff, 2003; Liu et al., 2010]，以及专门关于特征选择的书籍



11.7 I到读材料

直译为"最小角回归"
通常直接称 LARS

仍以汉语文档为例 s 一
个概念可能由多个字词来
表达，这些字词就构成了

一个分组;若这个概念在

文档中没有出现， þJrJ 这整
个分组所对应的变量都将
为零.
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[Liu and Motoda, 1998, 2007]. 

LARS (Least Angle RegresSio丑) [Efron et al., 2004] 是一种嵌入式特征

选择方法?它基于统性国归平方误差最小化，每次选择一个与残差柑关性最

大的特征. LASSO [Tibshira时， 1996] 可通过对 LARS 稍加修改而实现.在

LASSO 基础上进一步发展出考虑特征分组结构的 Group LASSO [Yuan and 

Lin, 2006]、考虑特征序结构的Fused LASSO [Tibshirani et al., 2005] 等变体.

由于凸性不严格， LASSO 类方法可能产生多个解，该问题通过弹性网 (El础tic

Net) 得以解决 [Zou and Hastie, 2005]. 

对字典学习与稀疏编码 [Aharon et al., 2006]，除了通过控制字典规模从

而影响稀疏性，有时还希望控制字典的"结构"，例如假设字典具有"分组

结构"，即同一个分组内的变量或同为非零，或同为零.这样的性质称为"分

组稀疏性" (group sparsity)，相应的稀疏编码方法则称为分组稀疏编码(group

sparse coding) [Bengio 的址， 2009]. 稀疏编码和分组稀疏编码在图像特征抽取

方面有很多应用，可参阅 [Mairal et al., 2008; Wang et al., 2010]. 

压缩感知 [Donoho， 2006; Cand色s et al., 2006] 直接催生了人脸识别的

鲁棒主成分分析 [Candès et al. , 2011] 和基于矩阵补全的协同过滤 [Recht

et al., 2010]. [Baraniuk, 2007] 是关于压缩感知的一个简短介绍.将 Lo 范

数最小化转化为 L1 范数最小化后7 常用求解方法除了转化为 LASSO 的

基寻踪去噪，还可使用基寻踪 (Basis Pursuit) [Chen et al., 1998]、匹配寻

踪 (Matching Pursuit ) [Mallat and Zhar也 1993] 等. [Liu and Ye, 2009] 使
用投影法快速求解稀疏学习问题，并提供了一个稀疏学习程序包 SLEP

(http://www.yelab.net/software/SLEP/). 



262 

西瓜数据集 3.0 见 p.84

表 4.3.

第 11 章特征选择与稀疏学习

习题

11.1 试编程实现 Relief算法，并考察其在西瓜数据集 3.0 上的运行结果.

11..2 试写出 Relief-F 的算法描述.

11.3 Relief算法是分别考察每个属性的重要性.试设计一个能考虑每一对

属性重要性的改进算法.

11.4 试为 LVW设计一个改进算法，即便有运行时间限制，该算法也一定能

给出解.

11.5 结合图 1 1. 2，试举例说明 L1 正则化在何种情形下不能产生稀疏解.

11.6 试析岭回归与支持向量机的联系.

11.7 试述直接求解 Lo 范数正则化会遇到的困难.

11.8 试给出求解 L1 范数最小化问题中的闭式解(11.14)的详细推导过程.

11.9 试述字典学习与压缩感知对稀疏性利用的异同.

11.10* 试改进式(1 1.1 5)，以学习出具有分组稀疏性的字典.
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休息一会儿

小故事:蒙特卡罗方法与斯坦尼斯拉夫·乌拉姆

斯坦尼斯拉夫·乌拉姆 (Stanislaw Ulam, 1909- 1984) 

是著名的波兰犹太裔数学家，在遍历论、数论、集合论等方

面都有重要贡献，"乌拉姆数列"就是以他的名字命名的.

乌拉姆出生于奥匈帝国利沃夫， 1933 年在波兰利沃夫

理工学院获得数学博士学位，然后于 1935 年应冯·诺伊曼

的邀请到普林斯顿高等研究院访问， 1940 年他在威斯康星大学麦迪逊分校获得

教职，翌年加入美国籍 . 1943 年起他参与"曼哈顿计划"并做出重大贡献;当

前世界上绝大部分核武器所使用的设计方案"泰勒.鸟拉姆方案"就是以他和

"氢弹之父"爱德华·泰勒的名字命名的.

世界上最早的通用电子计算机之一一-----，- ENIAC 在发明后即被用于曼哈

顿计划， 乌拉姆敏锐地意识到在计算机的帮助下，可通过重复数百次模拟过程

的方式来对概率变量进行统计估计.冯·诺伊曼立即认识到这个想法的重要

性并给予支持. 1947 年乌拉姆提出这种统计方法并用于计算核裂变的连锁反

应.由于乌拉姆常说他的叔叔又在蒙特卡罗赌场输钱了，因此他的同事 Nicolas

Metropolis 戏称该方法为"蒙特卡罗"，不料却流传开去.
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12.1 基础知识

顾名思义，计算学习理论(computational learning theory)研究的是关于通

过"计算"来进行"学习"的理论，即关于机器学习的理论基础，其目的是分

析学习任务的困难本质，为学习算法提供理论保证，并根据分析结果指导算法

设计.

给定样例集 D = {(Xl , Yl) , (X2 ， 但)，...， (Xm, Ym)} , Xi ξ X ， 本章主要讨论

二分类问题，若无特别说明， ωε y= {一1 ， +1}. 假设 X 中的所有样本服从一

个隐含未知的分布 Ð， D 中所有样本都是独立地从这个分布上采样而得，即独

立同分布 (independent and identically distributed，简称 i.i.d.) 样本.

令 h 为从 X 到 y 的一个映射，其泛化误差为

E(h;Ð) = 乌~Ð(h(x) 并 Y) , (12.1) 

h 在 D 上的经验误差为

Ê(h;D) = 卢艺 lI (h(xi) 相) (12.2) 

由于 D 是 D 的独立同分布采样，因此 h 的经验误差的期望等于其泛化误

差.在上下文明确时，我们将 E(h;Ð) 和主(h;D) 分别简记为 E(h) 和 Ê(h). 令
E 为 E(h) 的上限，即 E(仙h) :::;; E町;我们通常用 E 表示预先设定的学得模型所应满

足的误差要求?亦称"误差参数

本章后面部分将研究经验误差与泛化误差之间的逼近程度.若 h 在数据集

D 上的经验误差为 0，则称 h 与 D 一致，否则称其与 D 不一致.对任意两个映

射 h1 ， h2 εx → y， 可通过其"不合" (disagreement)来度量它们之间的差别:

d(h1, h2) = 乌~Ð(hl(X) "1 h2(X)) . (12.3) 

我们会用到几个常用不等式:
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• Jensen 不等式:对任意凸函数 f(叫，有

f( lE(x)) ~ lE(f(x)) . (12 .4) 

• HoefIding 不等式 [HoefIding ， 1963]: 若町，句，...， Xm 为 m 个独立随机变

量，且满足 o ~二句运 1，则对任意 E> 0，有

P(去达哈哈兰去》Z均$ 一 卢唁兰E町附盹阳灿(仰队ω吵Z叫叫仙i)υ)沙》汩斗E斗) ~ eω叫X叩驯昕p时阶(←一」扣咐叫2加加时叫m阳d州E2刮2巧)

E2刮2巧) p(1陆去唁唔夺兰去辛Z均4 卢唁兰 町附盹阳叫叫Z叫叫叫叶i)斗中)1个i←←川?:E斗十E)卡卡)~ 阳问叫p叫( 加加M叫

(12.5) 

(12.6) 

• McDiarmid 不等式 [McDiarmid ， 1989]: 若叫 ， X2 ， … ， .xm 为 m 个独立随

机变量，且对任意 1~iζm，函数 f 满足

sup If(町，...， xm) - f(X1 ，"'， 向-1 ， X~ ， Xi+l,..., xm)1 运 Ci , 
X l,...,Xm , x~ 

则对任意 E> 0，有

P (f (Xl ,"', Xm ) -lE肌 ， Xm)) ~ E) ~ exp (舌) , 

引|仇

12.2 PAC学习

(12.7) 

(12.8) 

计算学习理论中最基本的是概率近似正确 (Probably Approximately 

Correct，简称 PAC) 学习理论 [Valiant ， 1984]. "概率近似正确"这个名字

看起来有点古怪，我们稍后再解释.

令 c 表示"概念" (concept)，这是从样本空间 X 到标记空间 y 的映射，它

决定示例 m 的真实标记 y， 若对任何样例 (x ， y) 有 C(X) = y 成立，则称 c 为目

标概念;所有我们希望学得的目标概念所构成的集合称为"概念类" (concept 

class) ，用符号 C 表示.

给定学习算法..c，它所考虑的所有可能概念的集合称为"假设空

学习算法￡的假设空间 I曰" (hypothesis space)，用符号 χ 表示. 由于学习算法事先并不知道概念
3 节所讨论的学习

任务本身对应的假设空间. 类的真实存在，因此%和 C 通常是不同的，学习算法会把自认为可能的目标概
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少，采样偶然性越大.
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念集中起来构成匀，对 hε 钮，由于并不能确定它是否真是目标概念，因此称为

"假设" (hypothesis). 显然，假设 h 也是从样本空间 X 到标记空间 y 的映射.

若目标概念 cε 衍，则%中存在假设能将所有示例按与真实标记一致的方

式完全分开，我们称该问题对学习算法 Z 是"可分的" (separable)，亦称"一

致的" (consistent); 若 c tJ.衍，则究中不存在任何假设能将所有示例完全正

确分开，称该问题对学习算法￡是"不可分的" (non-separable)，亦称"不一

致的" (no坠consistent) . 

给定训练集 D， 我们希望基于学习算法￡学得的模型所对应的假设 h 尽可

能接近目标概念 c. 读者可能会问:为什么不是希望精确地学到目标概念 c 呢?

这是由于机器学习过程受到很多因素的制约，例如我们获得的训练集D往往仅

包含有限数量的样例，因此，通常会存在一些在 D 上"等效"的假设，学习算

法对它们无法区别;再如，从分布 Ð 采样得到 D 的过程有一定偶然性，可以想

象，即便对同样大小的不同训练集，学得结果也可能有所不同.因此，我们是希

望以比较大的把握学得比较好的模型，也就是说，以较大的概率学得误差满足

预设上限的模型;这就是"概率" "近似正确"的含义.形式化地说，令 6 表示

置信度，可定义:

定义 12.1 PAC 辨识 (PAC Identi命):对 0<ε， 8 < 1，所有 cεC 和分布

Ð， 若存在学习算法.c，其输出假设 hε% 满足

P(E(h) ~ E) ~ 1 - 8 , (12.9) 

则称学习算法￡能从假设空间对中 PAC 辨识概念类 C.

这样的学习算法￡能以较大的概率(至少 1- 8) 学得目标概念 c 的近似

(误差最多为 ε).在此基础上可定义:

定义 12.2 PAC 可学习 (PAC Learnable): 令 m表示从分布D 中独立同

分布采样得到的样例数目， 0 < E, 8 < 1，对所有分布 Ð， 若存在学习算法￡和多

样倒数目 m 与误差 ε、 项式函数 poly(.，…)，使得对于任何 m 注 poly(l/E ， l川， size(叫， size(c)) ， .c能
置信度 6、数据本身的复
杂度血e(æ)、目标概念的 从假设空间%中 PAC 辨识概念类 C，则称概念类C 对假设空间衍而言是 PAC
复杂皮 size(c) 都有关.

可学习的，有时也简称概念类 C 是 PAC 可学习的.

对计算机算法来说，必然要考虑时间复杂度，于是:
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定义 12.3 PAC 学习算法 (PAC Learning Algorithm): 若学习算法 2 使

概念类 C 为 PAC 可学习的，且 2 的运行时间也是多项式函数 poly(l/E, 1/6, 

size(叫， size(c))，则称概念类 C 是高效 PAC 可学习 (efficiently PAC learnable) 

的，称￡为概念类 C 的 PAC 学习算法.

假定学习算法 2 处理每个样本的时间为常数，贝Ù ，C的时间复杂度等价于样

本复杂度.于是，我们对算法时间复杂度的关心就转化为对样本复杂度的关心:

定义 12.4 样本复杂度 (Sample Complexity): 满足 PAC 学习算法￡所

需的 m ;?; poly(l户， 1月， size(æ) ， size(c)) 中最小的 m，称为学习算法 2 的样本

复杂度.

显然， PAC 学习给出了一个抽象地刻画机器学习能力的框架，基于这个框

架能对很多重要问题进行理论探讨，例如研究某任务在什么样的条件下可学得

较好的模型?某算法在什么样的条件下可进行有效的学习?需多少训练样例才

能获得较好的模型?

PAC 学习中一个关键因素是假设空间饨的复杂度.于4 包含了学习算法 2

所有可能输出的假设，若在 PAC 学习中假设空间与概念类完全相同，即于t 口 c，

这称为"恰 PAC 可学习" (properly PAC learnable); 直观地看，这意味着学习

算法的能力与学习任务"恰好匹配"然而，这种让所有候选假设都来自概念

类的要求看似合理，但却并不实际，因为在现实应用中我们对概念类 C 通常一

无所知，更别说获得一个假设空间与概念类恰好相同的学习算法.显然，更重要

的是研究假设空间与概念类不同的情形，即于l =1= c. 一般而言， χ 越太，其包含

任意目标概念的可能性越大，但从中找到某个具体目标概念的难度也越大. 1111 
有限时，我们称究为"有限假设空间"，否则称为"无限假设空间"

12.3 有限假设空间

12.3.1 可分情形

可分情形意味着目标概念 c 属于假设空间饨，即 cε 托给定包含 m个样

例的训练集 D， 如何找出满足误差参数的假设呢?

容易想到一种简单的学习策略:既然 D 中样例标记都是由目标概念 c 赋予

的，并且 c 存在于假设空间%中，那么，任何在训练集 D 上出现标记错误的假

设肯定不是目标概念 c. 于是，我们只需保留与 D 一致的假设，剔除与 D 不一

致的假设即可.若训练集 D 足够大，则可不断借助 D 中的样例剔除不一致的假
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设，直到究中仅剩下一个假设为止，这个假设就是目标概念 C. 通常情形下，由

于训练集规模有限，假设空间组中可能存在不止一个与 D 一致的"等效"假

设，对这些等效假设，无法根据 D 来对它们的优劣做进一步区分.

到底需多少样例才能学得目标概念 c 的有效近似呢?对 PAC 学习来说，只

要训练集 D 的规模能使学习算法 2 以概率 1-8 找到目标假设的 E 近似即可.

我们先估计泛化误差大于 ε 但在训练、集上仍表现完美的假设出现的概率.

假定 h 的泛化误差大于 E，对分布 D 上随机来样而得的任何样例 (x ， y) ， 有

P(h(x) = Y) = 1 - P(h(x) 并 Y)

= 1- E(h) 

<1 • E • (12.10) 

由于 D 包含 m 个从 Ð独立同分布采样而得的样例，因此， h 与 D 表现一

致的概率为

P( (h(Xl) = Yl) ^八 (h(xm) = Ym)) = (1- P (h (x) 笋 ν) )m 

< (1 - E)m • (12.11) 

我们事先并不知道学习算法 2 会输出究中的哪个假设，但仅需保证泛化

误差大于 E，且在训练集上表现完美的所有假设出现概率之和不大于 6 即可:

P(h ε 句 : E(h) > E ^主(h) = 0) < 1对 1(1- E)m 

<1圳e一阳， (12.12) 

令式(12.12)不大于 8，即

|对 le-mε :::;; <5, (12.13) 

可得

m 》 ;(ln|叫 +ln (12.14) 

由此可知，有限假设壁间句都是 PAC 可学习的，所需的样倒数目如

式(12.14)所示，输出假设 h 的泛化误差随样例数目的增多而收敛到 0，收敛速

率为 O(去) . 
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12.3.2 不可分情形

对较为困难的学习问题，目标概念 c往往不存在于假设空间对中.假定对

于任何 hξ 于ι 主(h) 于是 0，也就是说，对中的任意一个假设都会在训练集上出现
或多或少的错误.由 Hoeffding 不等式易知:

号|理 12.1 若训练集 D 包含 m 个从分布 D 上独立同分布采样而得的样

例， 0 < E < 1，则对任意 hε 饨，有

P(Ê(h) - E(h) ? E) :S:; exp( -2m(2) , (12.15) 

P(E(h) - Ê(h) ? E)ζexp( -2m(2) , (12.16) 

P(IE(h) - Ê(h)1 斗。叫(-2mE2 ) . (川)

推论 12.1 若训练集 D 包含 m 个从分布 Ð 上独立同分布来样而得的样

例， 0 < E < 1，则对任意 he 衍，式(12.18) 以至少 1-8 的概率成立:

部) - ，1呜km)d协j鸣金 (叫

推论 12.1表明，样例数目 m 较大时， h 的经验误差是其泛化误差很好的近

似.对于有限假设空间钮，我们有

定理 12.1 若%为有限假设空间， 0 < 8 < 1，则对任意 hε 坷，有

(1 ro f7_\ ;:;r ,_\1 ~ /1nl于il 十 ln(2/8)\P(IE(h) 一直(h)l :s:; yLU1fLI ~~U\"/V)) 注 1- 8 . (12 四)

证明令 h1 ， h2 尸 ..， hl1l 1 表示假设空间 η 中的假设，有

P(3h ε 1{ : IE(h)- Ê(h)1 > E) 

尘=P(叫(阳(引1ι 1 ιι归11 >川E)忖V... V叫(1阳|阳问Eιh l阳h l 1i. 1阳问钮纠i 一 Eι鼠轧hl 1i.阳1i. 1 1>川E斗)

:s:;~汇二 P刊( 1问E(例h叫)一￡句(均叫|仆> E)卜, 

由式(12.17)可得

L P(IE(h) - Ê(h)1 > E) :s:; 21 1-L 1 exp( -2m(2) , 
hE二千t
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于是，令 8=21究1 exp( -2mE2 ) 即可得式(12.19). • 
显然，当 c 1.对时，学习算法 Z 无法学得目标概念 c 的 E 近似.但是，当

假设空间对给定时，其中必存在一个泛化误差最小的假设，找出此假设的 E

近似也不失为→个较好的目标绍中泛化误差最小的假设是町gminhE1i E(时，

于是，以此为目标可将 PAC 学马推广到 c 1.剑的情况，这称为"不可知学

习" (agnostic learning). 相应的?我们有

定义 12.5 不可知 PAC 可学习 (agnostic PAC learnable): 令 m 表

示从分布 D 中独立同分布采样得到的样例数目， 0 <ε， 8 < 1，对所

有分布 V， 若存在学习算法￡和多项式函数 poly(. ， " .γ)，使得对于任何

m ?: poly(l/ε ， 1月， size(叫， size(c)) ， ，c能从假设壁间究中输出满足式(12.20)的

假设 h:

P(E(h)-5号ZE(hFKE) 注 1 斗， (12.20) 

则称假设空间句是不可知 PAC 可学习的.

与 PAC 可学习类似，若学习算法￡的运行时间也是多项式函数

poly(l/ε ， 1/8， size(叫， size(c))，则称假设空间 χ 是高效不可知 PAC 可学习

的，学习算法 2 则称为假设空间对的不可知 PAC 学习算法，满足上述要求的

最小 m称为学习算法 2 的样本复杂度.

12.4 VC维

现实学习任务所面临的通常是无限假设壁间，例如实数域中的所有区

间、 ]Rd 空间中的所有线性超平面.欲对此种情形的可学习性进行研究，需

度量假设空间的复杂度.最常见的办法是考虑假设空间的 "VC维" (Vapnik­

Chervone出is dimension) [Vapr出 and Chervo时此is ， 1971]. 

介绍 VC 维之前，我们先引入几个概念:增长函数 (growth function)、对

分 (dichotomy) 和打散 (shattering) . 

给定假设空间%和示例集 D = {æl， 的，...， æm} ， 于4 中每个假设 h 都能对

D 中示例赋予标记，标记结果可表示为

f巾= {(h (æ1), h (æ2) ,"', h (æm ))}. 
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例如，对二分类问题，若

D 中只有 2 个示例，则赋
予标4己的可能结果只有 4

种;若有 3 个示例，则可能
给呆有 8 种

N 为自然数域.

证明过程参阅[Vapnik
and Chervonenkis, 1971]. 
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随着 m 的增大， tl 中所有假设对 D 中的示例所能赋予标记的可能结果数

也会增大.

定义 12.6 对所有mεN，假设空间汩的增长函数 Hη(m) 为

H句(m) = r~~ m~， ~J{ (h(X1) ,..., h(xm )) I h 巳纽}I . (12且)
{æl ，...，æm}二X

增长函数 Hχ(m) 表示假设空间%对 m 个示例所能赋予标记的最大可能

结果数.显然，对对示例所能赋予标记的可能结果数越大，对的表示能力越强，

对学习任务的适应能力也越强.因此，增长函数描述了假设空间饨的表示能力，

由此反映出假设空间的复杂度.我们可利用增长函数来估计经验误差与泛化误

差之间的关系:

定理 12.2 对假设空间衍， m E N, 0 < E < 1 和任意 hε% 有

p(IE仲部)1 > E) ~岛附 (12.22) 

假设空间%中不同的假设对于 D 中示例赋予标记的结果可能相同，也可

能不同;尽管 M 可能包含无穷多个假设，但其对 D 中示例赋予标记的可能结果

数是有限的:对m个示例，最多有 2m 个可能结果.对二分类问题来说，刃中的

每个假设会把D 中示例 假设对 D 中示例赋予标记的每种可能结果称为对 D 的一种"对分"若假设
两类，因比称为对分

空间对能实现示例集 D 上的所有对分，即 II1{ (m) = 2飞则称示例集 D 能被

假设空间句"打散"

现在我们可以正式定义 VC 维了:

定义 12.7 假设空间饨的 VC 维是能被%打散的最大示例集的大小，即

VC(纯)=m缸{m: IIη (m) = 2m } . (12.23) 

VC(对)=d表明存在大小为 d 的示例集能被假设空间对打散.注意:这并

不意味着所有大小为 d 的示例集都能被假设空间%打散.细心的读者可能已发

现， VC 维的定义与数据分布D无关!因此，在数据分布未知时仍能计算出假设

空间%的 VC 维.

通常这样来计算%的 VC 维;若存在大小为 d 的示例集能被χ 打散，但不

存在任何大小为 d 十 1 的示例集能被对打散，则对的 VC 维是 d. 下面给出两

个计算 VC 维的例子:
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亦称 "Sauer'l l 理"

例 12.1 实数域中的区间 [α， b]: 令%表示实数域中所有闭区间构成的集

合 {h[α，b] :α， b E lR， α~ b} , X = R 对 zε X， 若 zε [α， b]， 则 h[α，b] (X) = +1, 

否则 h[α，b](X) = -1.令 Xl 0.5, X2 1.5 ， 则假设空间究中存在假设

{h [o ,l] ' h[O,2]' h[l,2J' h[2，3] } 将{町， X2} 打散， 所以假设空间坷的 vc 维至少为 2;

对任意大小为 3 的示例集 {X3 ， 问?句}，不妨设 X3 < X4 < X5 ， 则 1i 中不存在任

何假设 h忡，b] 能实现对分结果{(句，+)， (阳， 一) ， (X5 , +)}.于是7 匀的 vc 维为 2 .

例 12.2 二维实平面上的线性划分:令 η 表示二维实平面上所有线性划

分构成的集合， X = lR2 . 由图 12.1 可知，存在大小为 3 的示例集可被对打散，

但不存在大小为 4 的示例集可被%打散. 于是?二维实平面上所有线性划分构

成的假设空间 χ 的 vc 维为 3.

| 川二|7|
E 

存在这样的集合，其 2:) = 13 种对分均可
被线性划分实现

(a) 示例集大小为 3

对任何集合，其 24 = 16 种对分中
至少有一种不能被伐，t生划分实现

(b) 示例集大小为 4

图 12.1 二维实平面上所有线性划分构成的假设空间的 vc 维为 3

由定义 12.7 可知， vc 维与增长函数有密切联系，引理 12 . 2 给出了二者之

间的定量关系 [Sauer ， 1972]: 

引理 12.2 若假设空间%的 vc 维为 d， 则对任意 mEN有

问(m) ~ 二 (7) (12.24) 

证明由数学归纳法证明. 当 m = 1, d 二 0 或 d = 1 时，定理成立.

假设定理对 (m - 1, d - 1) 和 (m - 1, d) 成立.令 D = {Xl' X2 ,… ,Xm } , 

D ' = {Xl' X2 ,..., Xm-l}, 

切ID = { (h (Xl) , h (X2) , ... , h (xm)) I h ξ 于叶 , 

于{ID' = { (h (Xl) , h (X2) ,"' , h (Xm-l)) I h E 1i} . 

任何假设 hE 1i 对 Xm 的分类结果或为 +1，或为 一1，因此任何出现在
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(n:_-;:l) = o. 

e 为自然常数.
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1iID， 中的串都会在于ilD 中出现一次或两次.令 1iD'ID 表示在于ilD 中出现两次

的 1iID， 中串组成的集合?即

究D'ID ={ (Yl， 的，... ， Ym-l) ε 1lID， I 3h, h' ξ 衍，

(h(Xi) = h' (Xi) = Yi) 八 (h(xm) 并 h' (xm )) , 1 运 i~m-1}.

考虑到纽D'ID 中的串在刘ID 中出现了两次，但在纽ID' 中仅出现了一次，

有

11iIDI = I究ID， I+I对D， IDI. (12.25) 

D' 的大小为 m-1， 由假设可得

11i川运川 (12.26) 

令 Q 表示能被 1lD'ID 打散的集合，由于iD'lD 定义可知 QU {xm} 必能被

衍ID 打散.由于究的 vc 维为 d， 因此于iD'lD 的 vc 维最大为 d-1， 于是有

|于iD'lDI ~ IIη(m 1) ~艺 (m~ 1) 

由式(12.25)"'(12.27)可得

11lID I ~ ~ (m ~ 1) + ~ (m ~ 1) 

= ~((m~1) 十 (7-=-11) ) 

号。)，
白集合 D 的任意性?引理 12.2 得证.

从引理 12.2 可计算出增长函数的上界:

推论 12.2 若假设空间句的 vc 维为 d， 则对任意整敖阳关 d 有

II1i (m) 运(于)d

(12.27) 

• 

{12.28) 
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m;;'d. 

证明

II1i (m) ζ t(7) 

~t(7)(:t→ 

= (:tt (7)(二r
~ (:t i:; (7) (二y
= (:t(l+扩
~ (于)

根据推论 12.2 和定理 12.2 可得基于 vc 维的泛化误差界:
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• 

定理 12.3 若假设空间%的 vc 维为 d， 则对任意 m> d, 0 < 8 < 1 和
hε 绍有

I _", ,;:::" , 18d ln ~学 +81n* \ P I E(h) - E(h) ζυ a m' - --- 0 I ~ 1 - 8 . (12.29) 

证明令 4阳(2m)即(学问 4(牛)d exp( 学) = 8，解得

8dln~铲十 81n ~ 
E= 11 

m 

代入定理 12.2，于是定理 12.3 得证. • 
由定理 12.3 可知，式(12.29)的泛化误差界只与样例数目 m 有关，收敛速率

为 O(布)，与数据分布 D和样例集 D 无关因此，基于 vc 维的泛化误差界是

分布无关(distribution-free)、数据独立 (data-independent) 的.
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令 h 表示学习算法￡输出的假设，若 h满足

主(h)$5322(的， (12.30) 

则称 Z 为满足经验风险最小化 (Empirical Risk Mini皿ization，简称 ERM) 原

则的算法.我们有下面的定理:

定理 12.4 任何 VC 维有限的假设空间句都是(不可知)PAC 可学习的.

证明假设￡为满足经验风险最小化原则的算法， h 为学习算法￡输出的

假设.令 g表示%中具有最小泛化误差的假设，即

令

由推论 12.1 可知

E(g) = 挺身E(h) . 

K=; , 

_ f- __,.. 

E(g) ~ ~ ~ E(g) ~ E(g) 十 j

至少以 1-0/2 的概率成立.令

则由定理 12.3 可知

从而可知

8dln~铲十 81n 去 E

m 2 ' 

P( E(h) - Ê(h) 寸)川一;

E(h) - E(g) 运部)+:一 (Ê(g) 一~)

= E(h) - E(g) + E 

军二 E

(12.31) 

(12.32) 

(12.34) 



12.5 Rademacher复杂度

这个名字是为了纪念

德国数学家H. Rademach­
er(1892-1969) 
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以至少 1-8 的概率成立.由式(12.32)和(12.34)可以解出 m，再由于4 的任意性

可知定理 12.4得证.

12.5 Rademacher复杂度

12.4节提到，基于 vc 维的泛化误差界是分布无关、数据独立的，也就是

说，对任何数据分布都成立.这使得基于 vc 维的可学习性分析结果具有一定

的"普适性";但从另一方面来说，由于没有考虑数据自身，基于 vc 维得到

的泛化误差界通常比较"松"，对那些与学习问题的典型情况相差甚远的较

"坏"分布来说尤其如此.

Rademacher 复杂度 (Rademacher complexity) 是另一种刻画假设空间复

杂度的途径，与 vc 维不同的是，它在一定程度上考虑了数据分布.

给定训练集 D = {(X l, Y1) , (X2 ， 但)，...， (xm , Ym)} ， 假设 h 的经验误差为

Ê(h) = 卢艺E仰i) 向)

1 ~1 一川(Xi)
mz2 
=;一半艺Yih(Xi) (12.36) 

其中去 2.::1 Yih(Xi) 体现了预测值 h(Xi) 与样例真实标记切之间的一致性，若

对于所有 tε{1 ， 2 ，... ， m} 都有 h(Xi) = 锐，则去2.::1 饥h(Xi) 取最大值1.也

就是说，经验误差最小的假设是

ar324ph(24) (12.37) 

然而，现实任务中样例的标记有时会受到噪声影响，即对某些样例 (Xi ， Yi) , 
其 Yi 或许己受到随机因素的影响，不再是 Xi 的真实标记.在此情形r，选择假

设空间%中在训练集上表现最好的假设，有时还不如选择%中事先己考虑了

随机噪声影响的假设.

考虑随机变量 σi，它以 0.5 的概率取值 -1 ， 0.5 的概率取值 +1，称为
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于4 是无限假设空间，有

可能取不到最大值，因此
使用上确界代替录九位.
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Rademacher 随机变量.基于 σh 可将式(12.37)重写为

时兰州(Xi) (12.38) 

考虑究中的所有假设，对式(12.38)取期望可得

EFKEE卢兰州(Xi)] , (12.39) 

其中 σ= {σb 吨，... ，(1m}. 式(12.39)的取值范围是 [0 ， 1]，它体现了假设空

间饨的表达能力，例如，当阳1=1 时，对中仅有一个假设，这时可计算出

式(12.39) 的值为 0; 当|刊 =2m 且 η 能打散 D 时，对任意 σ 总有一个假设使

得 h(Xi) = 町 (i=1 ， 2，.… ， m) ，. 这时可计算出式(12.39) 的值为1.

考虑实值函数空间 F:Z → R 令 z={剖，句""， Zm} ， 其中 Zi E Z， 将

式(12.39)中的 X 和 η 替换为 Z 和 F可得

定义 12.8 函数空间 F关于 Z 的经验 Rademacher 复杂度

Rz(F) = lEσ[莎士兰州(均) (12剧)

经验 Rademacher 复杂度衡量了函数空间 F 与随机噪声在集合 Z 中的相

关性.通常我们希望了解函数空间 F在 Z上关于分布D 的相关性，因此，对所

有从 D独立同分布采样而得的大小为 m 的集合 Z 求期望可得

定义 12.9 函数空间 F关于 Z上分布 D 的 Rademacher 复杂度

Rm (F) lE瓦Z:lzl叩 [RZ(F)] (12.41 ) 

基于 Rademacher 复杂度可得关于函数空间 F 的泛化误差界 [Mohri et 址，

2012]: 

定理 12.5 对实值函数空间 F:Z → [0，日，根据分布 D 从 Z 中独立同分

布采样得到l示例集 Z = {Zl' 句，...， Zm} , Zi ε Z， 0 < t5 < 1，对任意 fε F， 以
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至少 1-8 的概率有

瞅z)] 运岳阳)+2ι(F) + (12.42) 

叫f(z)] 寸乡川岛(F) 十 3 (12 .43) 

证明令

Êz (f) =主Zf(均) , 

φ(Z)=jlpE[fltz(f)? 

同时?令 Z' 为只与 Z 有一个示例不同的训练集，不妨设 zm εZ 和 zLε Z' 为

不同示例，可得

φ(Z') 一 φ(Z) 二 (;2E[f]-tz(f)) 一 (73E[f]-Ez(f))

同理可得

《日up Ez (f) - EZ' (f) 
fEF 

= sup 1.(Zm) - f(z'.r,) 

fEF m 

z三-
m 

φ(Z) - <I> (Z') ζ 言，

|φ(Z) 斗的 ζt

根据 McDiarmid 不等式(12.7)可知，对任意 6ε(0 ， 1) ，

φ (Z) ~ lEz [φ(Z)] 十 (12 .44) 
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利用 Jensen 不等式
(12功和上确界函数的凸

'1生

σz与-的分布相同.

以至少 1-8 的概率成立.下面来估计lEz[φ(Z)] 的上界:

lEz[φ (Z)] =叫:25E[fl-tz(f)]

=Ez[;21Ez'[鸟，(f) 一 Êz(f)]]

运 lEz.z' I sup Ez' (f) - Ez (f) I 
Lfε:F J 

4叮P片哈土唁均2辛(川f只(

= lE"..Z叩川Z礼[~浮:32片卢达兰去专←町叫咐i(ο(旷f只仲忡(归z

~lE阻盹σZ川，斗i呻主二头飞t〉σ町州4

第 12 章计算学习理论

L吁fεE:F川 W J Lf芦E:F川 i=l J 

=组σ怡边的f(Zi)] 

=2凡n(.F) . 

歪此，式(12.42)得证.由定义 12.9 可知?改变 Z 中的一个示例对豆z(F) 的值所

造成的改变最多为 11m. 由 McDiarmid 不等式(12.7)可知，

;:; r -r\ , . Jln(2 j8) 
凡n(.F) ~ Rz(F) + ，/飞百一 (12 .45) 

以至少 1- 8/2 的概率成立.再由式(12.44)可知，

φ(Z) ~ lEZ [φ(Z)] + 

以至少 1- 8/2 的概率成立.于是，

φ(Z) ζ 2Rz(.F) + 3 (12 .46) 

以至少 1-8 的概率成立.至此，式(12.43)得证. • 
需注意的是，定理 12.5 中的函数空间 F是区间 [0 ， 1] 上的实值函数，因此

定理 12.5 只适用于回归问题.对三分类问题，我们有下面的定理:
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…肌肉与何分布相同.
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定理 12.6 对假设空间纽:X → {-1 ， +1}，根据分布 Ð 从 X 中独立同分

布采样得到示例集 D 口{叫，哟，... ,x m } , Xi ε X， 0 < Ó < 1，对任意 hε 钮，

以至少 1-ó 的概率有

'8 {1. \ , n (/'I1\ , _ /ln(ljó) 
E(h) ζ E(h) + 凡n(究) + \/一一一， (12.47) 

I 2m 

'8" \ ,; (/'I I\ , " /ln(2jó) 
E(h) ~ E(h) + RD(1l) + 3，/一一一一 (12.48)

I 2竹Z

证明对二分类问题的假设空间钮，令 z = X x {-1 ， +1}，则%中的假设

h 变形为

!h(z) = !h (x , y) = IT(h(x) 并 Y) , (12ω) 

于是就可将值域为 {-1 ， +1} 的假设空间%转化为值域为 [0， 1] 的函数空间

Fχ= {!h: h E 纯}.由定义 12.8，有

直z(马)=lEσI sup 主 ):σi!h(酌 ， Yi)1 
LfhE马川 z: J 

=EF[;22古兰州阳并ω]
σ[supi艺σJ?($4)l

h巳?t WL t=1 乙』

=;叫去兰叫:zt艺( -Yi (Ji h(町))]

=jEσ[;22丰兰( - Yi (Jih(Xi))] 

=;叫:22卢兰 (σih(Xi)) ] 

zjb(绍) (12.50) 

对式(12.50)求期望后可得

ι(马)=抖(1l) (12.51) 

由定理 12.5 和式(12.50)"'(12.5日，定理 12.6 得证. • 
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证明过程参阅 [Mohri et 

a l., 2012] 
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定理 12.6 给出了基于 Rademacher 复杂度的泛化误差界.与定理 12.3 对比

可知，基于 vc 维的泛化误差界是分布无关、数据独立的，而基于 Rademacher

复杂度的泛化误差界(12.47)与分布 D 有关?式(12.48)与数据 D 有关.换言之，

基于 Rademacher 复杂度的泛化误差界依赖于具体学习问题上的数据分布，有

点类似于为该学习问题"量身定制"的，因此它通常比基于 vc 维的泛化误差

界更紧一些.

值得一提的是，关于 Rademacher 复杂度与增长函数，有如下定理:

定理 12.7 假设空间饨的 Rademacher 复杂度凡η(χ) 与增长圄数

Hη(m) 满足

Rm (tl) :s;户手业 (12.52) 

由式(12.47) ， (12.52)和推论 12.2 可得

E(h) :s; Ê(h) + /平+ (12.53) 

也就是说，我们从 Rademacher 复杂度和增长函数能推导出基于 vc 维的泛化

误差界.

12.6 稳定性

无论是基于 vc 维还是 Rademacher 复杂度来推导泛化误差界，所得到的

结果均与具体学习算法无关，对所有学习算法都适用.这使得人们能够脱离具

休学习算法的设计来考虑学习问题本身的性质，但在另一方面，若希望获得与

算法有关的分析结果，则需另辟蹊径.稳定性 (stability) 分析是这方面一个值

得关注的方向.

顾名思义，算法的"稳定性"考察的是算法在输入发生变化时7 输出是否

会随之发生较大的变化.学习算法的输入是训练集，因此下面我们先定义训练、

集的两种变化.

给定 D = {Z1 = (Xl ,Yl) ,Z2 = (X2 ， Y纱""， Zm = (Xm ,Ym)} , Xi 巳 X 是来

自分布 D 的独立同分布示例， Yi = {一 1 ， +1}. 对假设空间 1t :x 一-+ {-1，十1}

和学习算法~，令 ~D ε% 表示基于训练集 D 从假设空间究中学得的假设.考

虑 D 的以下变化:
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• D\i 表示移除 D 中第 4 个样例得到的集合

D\i = {句，句，...， z.←1 ， Zi+l,.. ., Zm}, 

• Di 表示替换D 中第 4 个样例得到的集合

D t = {刻 ， Z2尸·叮 Z444， zt+1 ，...， zm}，

其中马=(码， ν;) ， z; 服从分布 D 井独立于 D.

损失函数 J!('cD (剖 ， y):YxY →jR+刻画了假设 'cD 的预测标记 'cD(æ) 与

真实标记 u 之间的差别，简记为 J!('cD ， Z). 下面定义关于假设 'cD 的几种损失.

·泛化损失

J!('c, Ð) 口lEæEX俨(缸，y) [J!('cD, Z)] . (12.54) 

·经验损失

彻， D)= 丰兰E陆 (12.55) 

·留一(leave-ollE←out)损失

EU vhu 9" 
咱
i

z D Z at m

艺
创

1-m 

一
一

D Z 
∞
 

avb 

下面定义算法的均匀稳定性 (uniform stability): 

定义 12.10 对任何 mε X， Z = (æ ， y) ， 若学习算法￡满足

1J!('cD , Z) - J!('cD\i , Z) I ::;; ß , i = 1,2, . . . ,m , (12.57) 

则称￡关于损失函数 t满足 ß-均匀稳定性.

显然，若算法￡关于损失函数 t满足β均匀稳定性，则有

1J!('cD ,Z) -J!('cDi ,Z)1 

ζ 1 J!('cD ， Z) -J!('cD\i ,Z)1 + 1J!('cDi ,Z) -.e('cD\i ,Z)1 

z二 2β ，
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证明过程参阅 [Bous严
quet and Elisseeff, 2002]. 

最小化经验误差和最小

化经验损失有时并不相同，
这是由于存在某些病态的
损失函数 t 使得最小化经

验损失并不是最小化经验
误差.为简化讨论，本章假
定最小化经验损失的同时

会最小化经验误差.
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也就是说，移除示例的稳定性包含替换示例的稳定性.

若损失函数 E 有界，即对所有 D 和 z = (æ ， y) 有 0ζ l(，eD ， z) ~ M， 则有

[Bousquet and Elissee旺， 2002]:

定理 12.8 给定从分布 Ð上独立同分布采样得到的大小为 m 的示例集

D， 若学习算法￡满足关于损失函数 t 的存均匀稳定性，且损失函数 t 的上界

为 M， 0 < ð < 1，则对任意 m;?! 1，以至少 1-ð 的概率有

/ln(l月)
咐， Ð)~咐， D) + 2ß + (4mß + M)V ...~再一， (12.58) 

咐， Ð) υloo('c， D) + ß + (4mß + M) \1丐旦 (12.59) 

定理 12.8 给出了基于稳定性分析推导出的学习算法 2 学得假设的泛化误

差界.从式(12.58)可看出，经验损失与泛化损失之间差别的收敛率为 ßJ百;若

ß = O(缸，则可保证收故率为 O(为)与定理 12.3 和定理 12.6 比较可知，这

与基于 vc 维和 Rademacher 复杂度得到的收敛率一致.

需注意，学习算法的稳定性分析所关注的是向，c， D) - i('c, Ð)I，而假设空
间复杂度分析所关注的是 SUPhEH I主(h) - E(h)l; 也就是说，稳定性分析不必考
虑假设空间中所有可能的假设，只需根据算法自身的特性(稳定性)来讨论输出

假设 'cD 的泛化误差界.那么，稳定性与可学习性之间有什么关系呢?

首先，必须假设 ß..J百→ 0，这样才能保证稳定的学习算法 2 具有一定的泛

化能力，即经验损失收敛于泛化损失，否则可学习性无从谈起.为便于计算，我

们假定 ß= 击，代入式(12.58)可得

i('c, Ð) ζ i('c， D) 十二十 (4+M) (12.60) 

对损失函数 i， 若学习算法￡所输出的假设满足经验损失最小化，则称算法

2满足经验风险最小化 (Empirical Risk Minimization) 原则，简称算法是 ERM

的.关于学习算法的稳定性和可学习性，有如下定理:

定理 12.9 若学习算法 Z 是 ERM 且稳定的，则假设空间%可学习.

证明令 g表示剑中具有最小泛化损失的假设，即
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Jl(g , V) = ~ip叫h ， V).
hEH 

再令

、
飞B
E
F
'
'

向4E m 内
，
"

/
4
1
1飞

p 

'x 

ρ
U
 

E-AVBq" 

←
一
一
一

,Ed-2 

由 Hoeffding 不等式(12.6)可知，当 m 注去 ln; 时，

IJl(g , V) - ê(g, D) I ,,;; ~ 

以至少 1- 0/2 的概率成立.令式(12.60)中

二十 (4+叫骂Lj ，

解得 m=O(去 ln ~)使

Jl('c, V) ζ 夜2， D)+;

以至少 1- 0/2 的概率成立.从而可得

Jl( ，c月 - Jl(g , V) ζbJ)+; 一 (ê(g ， D) 一 D

,,;; Jl('c, D) - Jl(g , D) + E 

主二 E 

以至少 1-0 的概率成立定理 12.9 得证. • 
对上面这个定理读者也许会纳闷，为什么学习算法的稳定性能导出假设空

间的可学习性?学习算法和假设空间是两码事呀.事实上，要注意到稳定性与

假设空间并非无关，由稳定性的定义可知两者通过损失函数 E 联系起来.

12.7 阅读材料

[Valiant , 1984] 提出 PAC 学习，由此产生了"计算学习理论"这个机器学

习的分支领域. [Kearns and Vazirani, 1994] 是一本很好的入门教材.该领域最
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vc 维的名字就来自两
位作者的姓氏缩写
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重要的学术会议是国际计算学习理论会议 (COLT).

VC 维由 [Vapnik and Chervonenkis , 1971] 提出?它的出现使研究无限假

设空间的复杂度成为可能. Sauer 引理由于 [Sauer ， 1972] 而命名?但 [Vapnil5:

and Chervone叫出， 1971] 和 [Shelah ， 1972] 也分别独立地推导出了该结呆.本

章主要讨论了二分类问题，对多分类问题，可将 VC 维扩展为 Natarajan 维

[Natar叫a丑， 1989; Ben-David et al., 1995]. 

Rademacher 复杂度最早被 [Koltchinskii and Panchenko , 2000] 引入机器

学习 7 由 [Bartlett and Mendelson, 2003] 而受到重视. [Bartlett ct al., 2002] 提

出了局部 Rademacher 复杂度，对噪声数据可推导出更紧的泛化误差界.

机器学习算法稳定性分析方面的研究始于 [Bousquet and Elisseeff, 2002] 

的工作，此后很多学者对稳定性与可学习性之间的关系进行了讨论， [Mukherjee 

et 址， 2006] 和 [Shalev-Shwartz et 此， 2010] 证明了 ERM 稳定性与 ERM 可学

习性之间的等价关系;但并非所有学习算法都是ERM 的，因此 [Shalev-Shwartz

et a l., 2010] 进-步研究了 AERM (Asyrnptotical Empirical Risk Minimization) 

稳定性与可学习性之间的关系.

本章介绍的内容都是关于确定性(deterministic )学习问题，即对于每个示

例 z 部有一个确定的标记 u 与之对应;大多数监督学习部属于确定性学习问题.

但还有一种随机性 (stochastic)学习闹题?其中示例的标记可认为是属性的后

验概率函数?而不再是简单确定地属于某一类.随机性学习问题的泛化误差界

分析可参见 [Devroye et al., 1996]. 



习题

习题

12.1 试证明 Jensen不等式(12均-

12.2 试证明引理 12. 1.

289 

提示:令 ò = 2e-2me2 . 12.3 试证明推论 12. 1.

12.4 试证明: ]Rd 空间中线性超平面构成的假设空间的 vc 维是 d 十1.

12.5 试计算决策树桩假设空间的 vc 维.

12.6 试证明:决策树分类器的假设空间 vc 维可以为无穷大.

12.7 试证明:最近邻分类器的假设空间 vc 维为无穷大.

12.8 试证明常数函数 c 的 Rademacher 复杂度为 o.

12.9 给定函数空间凡、石?试证明Rademacher 复杂度凡n(几十元)运

凡n(.Fl) + Rm(元)

12.10* 考虑定理 12札试讨论通过交叉验证法来估计学习算法泛化能力的合

理性.
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休息一会儿

小故事:计算学习理论之父莱斯利·维利昂特

计算机科学的绝大多数分支领域中都既有理论研究，也

有应用研究?但当人们说到"理论计算机科学" 时， 通常

是指一个特定的研究领域-- TCS (Theoretical Computer 

Science)，它可看作计算机科学与数学的交叉， 该领域中最

著名 的问题是 "P?=NP" . 

计算学习理论是机器学习的一个分支，它可认为是机器学习与理论计算机

科学的交叉.提起计算学习理论，就必然要谈到英国计算机科学家莱斯利·维

利昂特 (Leslie G. Valia时， 1949一 r 维利昂特先后在剑桥大学国王学院、帝

国理工学院学习， 1974 年在华威大学获计算机科学博士学位，此后曾在卡耐

基梅隆大学、利兹大学和爱丁堡大学任教， 1982 年来到哈佛大学任计算机与

应用数学讲席教授. 1984 年他在 ((ACM通讯》发表了论文 "A theory of the 

learnable" .这篇论文首次提出了 PAC 学习，从而开创了计算学习理论的研究.

2010 年 ACM 授予维利昂特图灵奖，以表彰他对 PAC 学习理论的开创性贡献?

以及他对枚举和计算代数复杂性等其他一些理论计算机科学问题的重要贡献.

颁奖词特别指出，维利昂特在 1984 年发表的论文创立了计算学习理论这个研

究领域，使机器学习有了坚实的数学基础，扫清了学科发展的障碍. ((ACM新

闻》则以 "ACM Thring Award Goes to Innoυαtor in Machine Learning" 为

题对这位机器学习领域首位图灵奖得主的功绩大力口褒扬.



例如基于 Dl 训练一个
SVM，挑选距离分类趋平

面最近的未标记样本来进
行查询
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13.1 未标记样本

我们在丰收季节来到瓜田，满地都是西瓜，瓜农抱来三四个瓜说这都是好

瓜，然后再指着地里的五六个瓜说这些还不好?还需再生长若干天.基于这些信.

息，我们能否构建一个模型，用于判别地里的哪些瓜是己该采摘的好瓜?显然，

叫将瓜农告诉我们的好瓜、不好的瓜分别作为正例和反例来训练一个分类器.

然而，只用这不到十个瓜做训练样本?有点太少了吧?能不能把地里的那些瓜

也用上呢?

形式化地看，我们有训练样本集 Dz = {(X1 , Y1) , (町，的)，...， (町 ， Yl)} ， 这 i

个样本的类别标记(即是否好瓜)己知，称为"有标记" (labeled)样本;此外，还

有 Du = 忡忡1 ， Xz叶，...， Xz协}， l<< u ， 这 u 个样本的类别标记未知(即不知是

否好瓜)，称为"未标记" (unlabeled)样本.若直接使用传统监督学习技术，则

仅有 Dz 能用于构建模型， Du 所包含的信息被浪费了， .另一方面，若 Dz 较小?

则由于训练、样本不足?学得模型的泛化能力往往不佳.那么，能沓在构建模型的

过程中将 Du 利用起来呢?

一个简单的做法，是将 Du 中的示例全部标记后用 f学习.这就相当于请瓜

农把地里的瓜全部检查一遍，告诉我们哪些是好瓜7 哪些不是好瓜，然后再用于

模型训练.显然?这样做需耗费瓜农大量时间和精力.有没有"便宜"→点的

办法呢?

我们可以用 Dz 先训练一个模型，拿这个模型去地里挑一个瓜，询问瓜农好

小好，然后把这个新获得的有标记样本加入 Dl 中重新训练一个模型，再去挑

瓜，这样，若每次都挑出对改善模型性能帮助大的瓜，则只需询问瓜农比较

少的瓜就能构建出比较强的模型?从而大幅降低标记成本.这样的学习方式称

为"主动学习" (active learning)，其目标是使用尽量少的"查询" (query)未获

即尽量少向瓜农询问 得尽量好的性能.

显然，主动学习引入了额外的专家知识，通过与外界的交互来将部分未标

记样本转变为有标记样本.若不与专家交互?没有获得额外信息?还能利用未标

记样本来提高泛化性能吗?

答案是 "Yes !" ，有点院夷所思?
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";流形"概念是流形学
习的基础， 参见 10.5 节

聚类假设考虑的是类别
标记，通常用于分类任务.
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事实上，未标记样本虽未直接包含标记信息?但若它们与有标记样本是从

同样的数据源独立同分布来样而来，则它们所包含的关于数据分布的信息对建

立模型将大有禅益.图 13.1 给出了一个直观的例示.若仅基于图中的一个正例

和一个反例，则由于待判别样本恰位于两者正中间，大体上只能随机猜测;若能

观察到图中的未标记样本，则将很有把握地判别为正例.

"+"? "_ " ? 

/待判别样本 观察到
4 未标记样本 ‘

+ 。-
飞.γ •• • - .. 

•• • 
固 13.1 未标记样本效用的例示.右边的灰色点表示未标记样本

让学习器不依赖外界交互、自动地利用未标记样本来提升学习性能，就是

半监督学习 (semi-supervised lea缸r口rn山gω). 半监督学习的现实需求非常强烈，因为

在现实应用中往往能容易地收集到大量未标记样本，而获取"标记"却需耗费

人力、物力.例如，在进行计算机辅助医学影像分析时，可以从医院获得大量医

学影像， 但若希望医学专家把影像中的病灶全都标识出来则是不现实的"有

标记数据少，未标记数据多"这个现象在互联网应用中更明显7 例如在进行网

页推荐时需请用户标记出感兴趣的网页， 但很少有用户愿花很多时间来提供标

记，因此，有标记网页样本少，但互联网上存在无数网页可作为未标记样本来使

用.半监督学习恰是提供了二条利用"廉价"的未标记样本的途径.

要利用未标记样本，必然要做一些将未标记样本所揭示的数据分布信息与

类别标记相联系的假设.最常见的是"聚类假设" (duster assumption)，即假

设数据存在簇结构，同一个簇的样本属于同一个类别. 图 13.1 就是基于聚类假

设来利用未标记样本，由于待预测样本与正例样本通过未标记样本的"撮合"

聚在一起，与相对分离的反例样本相比，待判别样本更可能属于正类. 半监督

学习中另一种常见的假设是"流形假设" (manifold assumption) ， 即假设数据

分布在一个流形结构上?邻近的样本拥有相似的输出值"邻近" 程度常用"相

似"程度来刻画，因此，流形假设可看作聚类假设的推广， 但流形假设对输出值

没有限制，因此比聚类假设的适用范围更广，可用于更多类型的学习任务.事实

上，无论聚类假设还是流形假设，其本质都是"相似的样本拥有相似的输出"

这个基本假设.
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EM 算法参见 7.6 节

半监督学习可进一步划分为纯(pure)半监督学习和直推学习 (transductive

learni吨)，前者假定训练数据中的未标记样本并非待预测的数据， 而后者则假

定学习过程中所考虑的未标记样本恰是待预测数据，学习的目的就是在这些

未标记样本上获得最优泛化性能. 换言之，纯半监督学习是基于"开放世界"

假设， 希望学得模型能适用千训练过程中未观察到的数据;而直推学习是基

于"封闭世界"假设7 仅试图对学习过程中观察到的未标记数据进行预测

图 13.2 直观地显示出主动学习、纯半监督学习、直推学习的区别. 需注意的

是，纯半监督学习和直推学习常合称为半监督学习，本书也采取这-态度， 在需

专门区分时会特别说明 .

半
监
督
学
习

2令指再曰:
图 13.2 主动学习 、 (纯)半监督学习、直推学习

13 .2 生成式方法

生成式方法(generative methods)是直接基于生成式模型的方法. 此类方法

假设所有数据(无论是否有标记)都是由同一个潜在的模型"生成"的.这个假

设使得我们能通过潜在模型的参数将未标记数据与学习目标联系起来，而未标

记数据的标记则可看作模型的缺失参数，通常可基于EM 算法进行极大似然估

计求解.此类力f法的区别主要在于生成式模型的假设，不同的模型假设将产生

小同的方法.
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这个假设意味着混合成

分与类别之间一一对应

高斯混合模型参见 9.4

节-

第 13 章 半监督学习

给定样本 X ， 其真实类别标记为 νEY，其中 Y = {1 , 2,... ， N} 为所有可能

的类别.假设样本由高斯混合模型生成，且每个类别对应一个高斯混合成分.换

言之，数据样本是基于如下概率密度生成:

N 

p(x) = 艺创 . p(X 1 抖，:Ei) , (13.1) 

其中，混合系数 αi ~ 0, L:江1αi = 1; p(叫构， :Ei) 是样本 m 属于第 4 个高斯混
合成分的概率;向和:Ei 为该高斯混合成分的参数.

令 I(x) E Y 表示模型 f 对 z 的预测标记， 8ε {1 ， 2 ，...， N} 表示样本 z

隶属的高斯混合成分.由最大化后验概率可知

其中

I(x) = argmaxp(y = j 1 x) 
jεy 

N 

t 缸ggxEP归，8=ilx)

N 

= ar结缸 ZP归 18=问

αi. p(x 1μi ， :Ei) 
p(8 = i 1 x) = ;. 

艺 αi. p(x 1 抖， :Ei) 

(13.2) 

(13.3) 

为样本 z 由第 t 个高斯泪合成分生成的后验概率， p(y = j 1 8 口 i， x) 为 2 由

第 4 个高斯混合成分生成且其类别为 j 的概率.由于假设每个类别对应一个高

斯混合成分，因此 p(y = j 18= 么 x) 仅与样本 a 所属的高斯捏合成分。有关，

可用 p(y 口 j 1 8 = i) 代替.不失一般性，假定第 4 个类别对应于第 4 个高斯混

合成分，即 p(y = j 1 8 = i) = 1 当且仅当 i =J ， 否则 p(y =j 1 8 口 i) = o. 
不难发现，式(13.2)中估计 p(y = j 1 8 = i , x) 需知道样本的标记，因此仅

能使用有标记数据;而~p(8= 叫 x) 不涉及样本标记，因此有标记和未标记数据

均可利用，通过引入大量的未标记数据，对这一项的估计可望由于数据量的增

长而更为准确，于是式(13.2)整体的估计可能会更准确.由此可清楚地看出未标

记数据何以能辅助提高分类模型的性能

给定有标记样本集 Dl = {(Xl， Yl) ，(的，但)， . . . , (町 ， yl)} 和未标记样本集
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Du = {XZ+l , XZ+2' … ,Xl+u}, 1 << u , 1 + u = m. 假设所有样本独立同分布，且
都是由同一个高斯混合模型生成的.用极大似然法来估计高斯泪合模型的参数

{(α川队，:Ei) 11 运 4 延 N} ， Dz UDu 的对数似然是

半监督学习中通常假设
未标记样本数远大于有标
记样本数，虽然此假设实
际并非必须

13.2 生成式方法

IN \ 

汇叫艺αi . p(Xj 1μi ， :Ei) . p(Yj 1 e = i ,xj) 1 
(OOj ，的)εDl \仨1 / 

LL(Dz U Du) = 

(13.4) 十二 ln (言 α$ 川i ， :Ei)) 
式(13.4)由两项组成:基于有标记数据 Dz 的有监督项和基于未标记数据 Du 的

无监督项.显然，高斯混合模型参数估计可用 EM 算法求解， ;Ì主代;旦新式如 f:高斯混合模型聚类价

EM 算法参见 9.4节，

• E 步:根据当前模型参数计算未标记样本町属于各高斯混合成分的概率

(13.5) 
← αi.p(Xjl 构， :Ei) 
'Yji = IJ" N 

Zαi . p(Xj 1 构， :Ei) 

可通过有标记数据对模

型参数进行初始化.

.M 步:基于 ηz 更新模型参数?其中 li 表示第 4 类的有标记样本数目

(13.6) 

、S
K
E
E
t
t，
/

eqJ Z 
三二

(OOj ，的)εDl^Yj=i
阳工艺;也十~ l三巧的十

XjεDu \~J~~ 

:Ei = '"lDI 三二切(Xj 一 μi)(町一向)T
$30Jz z \z30tL 

(13.7) 

(13.8) 

十JJ3叫一叶
α 士(三 η 才

以上过程不断迭代直至收敛，即时获得模型参数.然后由式(13.3)和 (13.2)就能

对样本进行分类.

将上述过程中的高斯混合模型换成混合专家模型 [Miller and U yar, 

1997]、朴素贝叶斯模型 [Nigam et 此， 2000] 等即可推导出其他的生成式半
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监督学习方法.此类方法简单，易于实现，在有标记数据极少的情形下往往比其

他方法性能更好.然而1 此类方法有一个关键:模型假设必须准确，即假设的生

成式模型必须与真实数据分布吻合·否则利用未标记数据反倒会降低泛化性能

[Cozman and Cohen, 2002] 遗憾的是，在现实任务中往往很难事先做出准确

的模型假设，除非拥有充分可靠的领域知识.

13.3 半监督SVM

SVM 参见第 6 幸

半监督支持向量机 (Semi-Supervised Support Vector Machine，简称

S3VM) 是支持向量机在半监督学习上的推广 在不考虑未标记样本时，支

持向量机试图找到最大问陌J划分超平面， I盯在考虑未标记样本后， S3VM 试

图找到能将两类有标记样本分卅7 且穿过数据低密度区域的划分超平面， 如

图 13 .3 所示，这里的基本假设足"低密皮分阳" (low-density separatio且) ， 显

然，这是聚类假设在考虑了线性超平面划分后的批(".

、 .
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SVM划分超乎面

图 13.3 半监督支持向量机与低密度分隔( "+" " "分别表示有标记的正、反例，

灰色点表示未标记样本)

半监督支持向量机中最著名的是 TSVM (Transductive Support Vector 

Machine) [Joachims, 1999] . 与标准 SVM 一样， TSVM 也是针对二分类间题

的学习方法. TSVM 试图考虑对未标记样本进行各种可能的标记指派(label

assignment) ，即尝试将每个未标记样本分别作为正例或反例3 然后在所有这些

结果中， 寻求一个在所有样本(包括有标记样本和进行了标记指派的未标记样

本)上间隔最大化的划分超平面. 一旦划分超平面得以确定，未标记样本的最终

标记指派就是其预测结果
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类别不平衡问题及

式(13.10)的缘由几 3.6 节
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形式化地说，给定 DI = {(Xl， Yl) ， (X2 ， 但)，. . . , (XI , YI)} 和 Du 忡忡h

XI+2 , . . . ， Xl+u } ， 其中 Yi 巳 {-1，+叶 ， 1 << u, 1 + u = m. TSVM 的学习目标是

为 Du 中的样本给出了显刷标记 Ý = (YI礼 ， Yl吨， . . . ,YI+u) , iì也丘 {-1 ， +1}，使得

me jiiωII~ +CILÇi +Cu L ι (13.9) 
g ,_ i=1 也=1十1

S.t. Yi(ωTXi 十 b) 注 1 一 Çi ， i = 1, 2,… , l, 

[Ji(ωTXi + b) ;? 1 一 Çi ， i = 1 + 1, 1 + 2,… ,m , 

Çi ;? 0, i = 1 ， 2尸 ..， m，

其中， (矶的确定了一个划分超平面iÇ 为松弛向量， çi(i=1 ， 2尸. • , l) 对应于有

标记样本， ι(i = 1 十 1 ， 1 十 2 ，... ， m) 对应于未标记样本; CI 与 Cu 是由用户指

定的用于平衡模型复杂度、有标记样本与未标记样本重要程度的折中参数.

显然，尝试未标记样本的各种标记指派是一个穷举过程，仅当未标记样本

很少时才有可能直接求解.在一般情形下必须考虑更高效的优化策略.

TSVM 采用局部搜索来迭代地寻找式(13.9)的近似解.具体来说，它先利

用有标记样本学得一个 SVM，即忽略式(13.9)中关于 Du 与。的项及约束.然

后，利用这个 SVM 对未标记数据进行标记指派(label assignmen吗?即将 SVM

预测的结果作为"伪标记" (pseudφlabel)赋予未标记样本此时。成为己知，

将其代入式(13.9)即得到一个标准 SVM 问题，于是可求解出新的划分超平面和

松弛向量;注意到此时未标记样本的伪标记很可能不准确7 因此 C包要设置为比

Q 小的值，使有标记样本所起作用更大.接下来， TSVM 找出两个标记指派为

异类且很可能发生错误的未标记样本?交换它们的标记，再重新基于式(13.9)求

解出更新后的划分超平面和松弛向量然后再找出两个标记指派为异类且很可

能发生错误的未标记样本，标记指派调整完成后，逐渐增大 Cu 以提高未标

记样本对优化目标的影响，进行下一轮标记指派调整，直~Cu=CI 为止.此时

求解得到的 SVM 不仅给未标记样本提供了标记，还能对训练过程中未见的示

例进行预测. TSVM 的算法描述如图 13.4所示.

在对未标记样本进行标记指派及调整的过程中，有可能出现类别不平衡问

题，即某类的样本远多于另命类，这将对 SVM 的训练造成困扰.为了减轻类别

不平衡性所造成的不利影响，可对图 13.4的算法稍加改进:将优化目标中的 Cu

项拆分为 ct 与 C;; 两项，分别对应基于伪标记而当作正、反例使用的未标记

样本，并在初始化时令
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此时由为已知

由i )奇古3 进行调整，

提高未标记样本的影响

收敛性证明参阅

[Joachims. 1999]. 

输入:有标记样本集 Dz = {(Xl ,Yl) , (X2 ,Y2) ,… , (Xz , yz)}; 
未标记样本集 Du '= {X l+ l , Xl+2,"', XZ+u}; 
折中参数 Cz ， Cu . 

过程:
1: 用 Dz 训练一个 SVMz ;

第 13 章半监督学习

2: 用 SVMz 对 Du 中样本进行预测，得到。= (YZ+1, Yl+2,…, Yl+u); 
3: 初始化 Cu << CZ ; 

4: while Cu < Cz do 
5: 基于町， Du ， y, Cz, C.包求解式(13.9)，得到(矶的 ， e; 
6: while :l{ i, j I (古哟< 0) ^ (Çi > 0) 八 (çj > 0) ^ (Çi +白> 2)} do 
7: Yi = -Yi; 
8: Yj = 命;
9: 基于町 ， Du ， y ， Cz ， Cu 重新求解式(13.9)，得到(毗 b) ， e 

10: end while 
11: Cu '= min{2Cu , Cz} 

12: end while 

输出:未标记样本的预测结果: y = (YZ+1， 由l+2 尸. • , YZ+u) 

图 13.4 TSVM 算法

ct 二丘 c;; , (13.10) 
11,+ 

其中包+与 u 为基于伪标记而当作正、反例使用的未标记样本数.

在图 13.4算法的第 6-10 行中，若存在一对未标记样本 Xi 与町，其标记

指派战与岛不同，且对应的松弛变量满足 Çi + çj > 2，则意味着生与 Ýj 很可

能是错误的，需对二者进行交换后重新求解式(13.9)，这样每轮迭代后均可使

式(13.9)的目标函数值下降、

显然，搜寻标记指派可能出错的每一对未标记样本进行调整，是一个涉

及巨大计算开销的大规模优化问题.因此7 半监督 SVM 研究的一个重点是

如何设计出高效的优化求解策略，由此发展出很多方法，如基于图核(graph

kernel)函数梯度下降的 LDS [Chapelle and Zien, 2005]、基于标记均值估计的

meanS3VM [Li et al., 2009] 等.

13.4图半监督学习

给定一个数据集，我们可将其映射为一个图，数据集中每个样本对应于图

中一个结点?若两个样本之间的相似度很高(或相关性很强)，则对应的结点之间

存在一条边7 边的"强度" (strength)正比于样本之间的相似度(或相关性).我

们可将有标记样本所对应的结点想象为染过色，而未标记样本所对应的结点尚
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未染色.于是，半监督学习就对应于"颜色"在图上扩散或传播的过程.由于一

个图对应了一个矩阵?这就使得我们能基于矩阵运算来进行半监督学习算法的

推导与分析.

给定 Dz = {(X1 , Y1) , (X2 ， 的)，...， (XZ ， YZ)} 和 Du = 忡忡1 ， Xz吨，... ,XZ+u}, 
l <<包， l +u = m. 我们先基于 DzUDu 构建一个图 G = (V， E) ， 其中结点

集 V = {X1 ， … ， XZ ， XZ+ 1 ， … ， Xz+u} ， 边集 E 可表示为一个亲和矩阵 (a血nity

matrix)，常基于高斯函数定义为

( __._ (~llæ 一而 II~ 飞I exp (一寸万2J.!.2. ), if i 并 1
(W)ij = < ,-- / 

l 0 , otherwise , 

) 
咱
i

14 . od 
咱
E
4

/
f
t
飞

其中 Z ， J ε{1 ， 2 ，.. .， m} ， σ>0 是用户指定的高斯函数带宽参数

假定从图 G = (V， E) 将学得一个实值函数 f: V →lR，其对应的分类规则

为: Yi = Sign(f (Xi)) , Yi ξ{-1 ， +1}. 直观上看，相似的样本应具有相似的标记，

能量函数最小化时即得 于是可定义关于 f 的"能量函数" (energy function) [Zhu et al. , 2003]: 
到最优结果

日f)=j 汇汇(W)ij (f(问) - f(Xj))2 

、
、1
1
1
1
1
/

z rJ Z PT
,d 

w m

汇
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m
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q" Z PTd 
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汇
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一
一

=三二仇f2(Xi) - '2二三二(W)η f(Xi)f(Xj)
i=1 i二二 1 j=1 

= fT(D - W)f , (13.12) 

其中 f = (fzT {!i)T ， 元 = (f (X1); f(X2);"'; f(xz)) , fu = (f (XZ+1); 

f(Xl十2); ...; f(xz+包))分别为函数 f 在有标记样本与未标记样本上的预测结果，

D = diag(d1 , d2 ,"', dz十u) 是个对角矩阵7 其对角元素命 zz;可(W)ij 为矩
W 为对称矩阵，因此 di 阵 W 的第 4 行元京之和.
W 第 z 列元素之和

具有最小能量的函数 f 在有标记样本上满足 f(Xi) = 仇。二 1 ， 2 ， ..叮 l) ，
在未标记样本上满足 ，ð.f = 0，其中，ð. =D-W 为拉普拉斯矩阵 (Laplacian

m旧时以第 l 行与第 l 列为界，采用分块矩阵表示方式: W= I~ll Wω| 
IWuz Wuul 



302 第 13 章半监督学习

D = I Dll ~IU 1 ，则式(山2)可重写为
I uul LlUU I 

l 叫Dll Olu I 一叫 Wluilri 
0阳ul D队u山A

=f?(D阳II 一 W矶ll)fl 一 2fJWudl 十 fJ(D矶u圳u 一 Wu川叫u) f，扎包 (13.14) 

由非 =0 可得
fu = (Duu - W uu)-lWudl . (13.15) 

令

肌e
w川

m
w川

。

D

-ud DO 
W D P 

ID一lWn D;-;-lW,,, 1 
一 1 .L.I1l .. t! .L.IU •• lu I 

ID~JWul D~Jwuul ' 
(13.16) 

即 Puu = D~JWU1川 Pul = D~JWul ， 则式(13.15)可重写为

扎 = (Duu(1 - D;;~Wuu))-lWudl 

=(I DJJWuu)1DJJW创元

= (1 - Puu)-lpudl . (13.17) 

于是，将 Dl 上的标记信息作为 fl = (Y1; 的;... ;Yl) 代入式(13.17)，即可利用求

得的 fu 对未标记样本进行预测.

上面描述的是一个针对二分类问题的标记传播(label propagation)方法，下

面来看一个适用于多分类问题的标记传播方法 [Zhou et al., 2004]. 

假定 Yi ε y ， 仍基于 Dl U Du 构建一个罔 G = (贝 E) ， 其中结点

集 V - {Xl ,'" ， Xl ， … ， Xl刊}， j在集 E 所对应的 W 仍使用武(13.11) ，对

角矩阵 D = diag(d1 , d2 ,..., dl+u ) 的对角元素仇 =z;二:(WM 定义→

个 (l + u) x IYI 的非负标记矩阵 F = (FI, Fi,..., Ff:u)T ， 其第 i 行元素

Fi = ((F) i1, (F)i2尸. • , (F)iIYI) 为示例町的标记向量，相应的分类规则为:

Yi = arg maX1';;j ,;; IYI (F)ij. 

对 i = 1, 2,..., m , j = 1, 2,..., IYI ，将 F 初始化为
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显然， Y 的前 l 行就是 l 个有标记样本的标记向量.

基于 W 构造一个标记传播矩阵 S = D一言WD一尤其中 D-!

叫址， 剖，于是有时计算式

F(t + 1) =αSF(t) + (1 一 α)Y，' (13.19) 

其中 αε(0， 1) 为用户指定的参数，用于对标记传播项 SF(t) 与初始化项 Y 的

重要性进行折中.基于式(13.19)迭代至收敛可得

F* = .lim F(t) = (1α)(1αS)-ly， (13.20) 
z• -+00 

由 F 可获得 Du 中样本的标记 (ffl+l ， f)l十2尸..， f)l+u)' 算法描述如图 13.5 所示.

输入:有标记样本集 Dl = {(町 ， Y1) ， (:1:2 ， ω)，...， (:1:1, Yl)}; 
未标记样本集 Du= 忡忡1，创刊，...， xz+u};
构图参数 σ;
折中参数 α.

过程:
1: 基于式(13.11)和参数 σ 得到 W;
2: 基于W构造标记传播矩阵 S=D 主WD才;
3: 根据式(13.18)初始化 F(O);
4: t= 0; 
5: repe喝t
6: F(t 十 1) =αSF(t) + (1 一 α)Y;
7: t = t 十 1

8: until 迭代收敛至r
9: for i = 1 + 1, 1 + 2,..., 1 +μdo 

10: 饥 =argm皿l:;;;j';;\Y\ (F*)材
11: end for 

输出:未标记样本的预测结果: iì = (仇+1 ，仇+2 ，... ， Yl相)

圄 13.5 迭代式标记传播算法

事实上，因 13.5 的算法对应于正则化框架 [Zhou et al. , 2004] 

咱 I l+u 11 • • 11 2 飞
二 I ~ (W)ij 11 ;:'_F 一 ;'Fjll I 十 μ了 11乱一飞11 2 , (13.21) \Ô=l \ ..)tJ 11 v'di~ z v'再|川江
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disagreement 亦称 diver­

sity. 
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其中 μ>0 为正则化参数.当 μ= 气2 时，式(13.21)的最优解恰为图 13.5 算法

的法代收敛解 F气}

式(13.21)右边第二项是迫使学得结果在有标记样本上的预测与真实标记

尽可能相同，而第一项则迫使相近样本具有相似的标记，显然，它与式(13.12)都

是基于半监督学习的基本假设，不同的是式(13.21)考虑离散的类别标记，而

式(13.12)则是考虑输出连续值.

图半监督学习方法在概念上相当清晰，且易于通过对所涉矩阵运算的分析

来探索算法性质.但此类算法的缺陷也相当明显.首先是在存储开销上?若样

本数为 O(m) ， 则算法中所涉及的矩阵规模为 O(m勺，这使得此类算法很难直接

处理大规模数据;另一方面，由于构图过程仅能考虑训练样本集，难以判知新样

本在图中的位置，因此，在接收到新样本时，或是将其加入原数据集对图进行重

构并重新进行标记传播，或是需引入额外的预测机制，例如将 Dl 和经标记传播

后得到标记的 D包含并作为训练集?另外训练一个学习器例如支持向量机来对

新样本进行预测.

13.5 基于分歧的方法

与生成式方法、半监督 SVM、图半监督学习等基于单学习器利用未标记

数据不同，基于分歧的方法(disagreement-based methods) 使用多学习器，而学

习器之间的"分歧" (disagreement)对未标记数据的利用至关重要.

" 协「同宙司Ut训训!川|练 " (co-training) [Blum ar:时丁

代表'它最初是针对"多视图" (multi-view)数据设计的，因此也被看作"多视

图学习" (multi-view learning)的代表.在介绍协同训练之前，我们先看看什么

是多视阁数据.

在不少现实应用中，一个数据对象往往同时拥有多个"属性集" (attribute 

set) ，每个属性集就构成了一个"视图 "(view). 例如对一部电影来说，它拥有

多个属性集:图像画面信息所对应的属性集、声音信息所对应的属性集、字幕

信息所对应的属性集、甚至网上的宣传讨论所对应的属性集等.每个属性集都

可看作)个视图.为简化讨论，暂且仅考虑图像画面属性集所构成的视图和声

音属性集所构成的视图.于是，一个电影片段可表示为样本 ((æl， æ2 ) ，的，其中

æi 是样本在视图 i 中的示例，即基于该视图属性描述而得的属性向量，不妨假

定 æ1 为图像视图中的属性向量， æ2 为声音视图中的属性向量;Y 是标记，假定

是电影的类型，例如"动作片"、 "爱情片"等. ((æl， æ2 ) ， y) 这样的数据就是

多视图数据.



13.5 基于分歧的方法

弱分类器参见第 8 章，

例如电影画面与声音显
然不会是条件独立的

单视图数据即仅有一个
属性集合的常见数据
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假设不同视图具有"相容性" (compatibility)，即其所包含的关于输出空

间 y 的信息是一致的:令 yl 表后从图像画面信息判别的标记空间，俨表示从

声音信息判别的标记空间，则有y=yl 工 y2 ， 例如两者都是{爱情片，动作片}，

而不能是 yl = {爱情片，动作片}而 y2 = {文艺片，惊悚片}.在此假设下，显式
地考虑多视图有很多好处.仍以电影为例，某个片段上有两人对视，仅凭图像画

面信息难以分辨其类型，但此时若从声音信息昕到"我爱你"则可判断出该

片段很可能属于"爱情片";另一方面，若仅凭图像画面信息认为"可能是动

作片"，仅凭声音信息也认为"可能是动作片"，则当两者-起考虑时就有很

大的把握判别为"动作片"显然，在"相容性"基础上，不同视图信息的"互

补性"会给学习器的构建带来很多便利.

协同训练正是很好地利用了多视图的"相容互补性"假设数据拥杳两个

充分(sufficient )且条件独立视图，"充分"是指每个视图都包含足以产生最优

学习器的信息?"条件独立"则是指在给运类别标记条件下两个视图独立.在

此情形下，可用一个简单的办法来利用未标记数据:首先在每个视图上基于有

标记样本分别训练出一个分类器，然后让每个分类器分别去挑选自己"最有把

握的"未标记样本赋予伪标记，并将伪标记样本提供给另一个分类器作为新

增的有标记样本用于训练更新……这个"互相学习、共同进步"的过程不断

迭代进行，直到两个分类器都不再发生变化，或达到预先设定的迭代轮数为止.

算法描述如图 13.6 所示.若在每轮学习中都考察分类器在所有未标记样本上

的分类置信度，会有很大的计算开销，因此在算法中使用了未标记样本缓冲油

[Blum and Mitchell, 1998]. 分类置信度的估计则因基学习算法 2 而异，例如若

使用朴素贝叶斯分类器，则可将后验概率转化为分类置信度;若使用支持向量

机，则可将间隔大小转化为分类置信度.

协同训练过程虽简单7 但令人惊讶的是，理论证明显示出，若两个视图充分

且条件独立，则可利用未标记样本通过协同训练将弱分类器的泛化性能提升到

任意高[Blum and Mitchell, 1998]. 不过，视图的条件独立性在现实任务中通常

很难满足，因此性能提升幅度不会那么大，但研究表明，即使在更弱的条件下?

协同训练仍可有效地提升弱分类器的性能[周志华， 2013].

协同训练算法本身是为多视图数据而设计的，但此后出现了一些能在单视

图数据上使用的变体算法，它们或是使用不同的学习算法 [Goldman and Zhou, 

2000]，或使用不同的数据采样 [Zhou and Li, 2005b]，甚至使用不同的参数设置

[Zhou and Li, 2005a] 来产生不同的学习器，也能有效地利用未标记数据来提升

性能.后续理论研究发现，此类算法事实上无需数据拥有多视图，仅需弱学习器
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院的，ι标仅用于指代两

个视图，不表示序关系，即
(æt，司)与 (ær ， æf) 表示
的是同一个样本

令 p， n~s.

初始化每个视图丰的有
标记训练集

在视图 j 上用有标记样
本训练、 hj.

扩充有标记数据集.

因此，该类方法被称为

"基于分歧的方法>>

输入;有标记样本集 Dl 二{((抖，叫)， Yl) ,.…,( (xf, xf) , Yl)}; 
未标记样本集 D也= {(Xf+l' XT+1) , . . . , (xf+u' xT+u)}; 
缓冲池大小 S;

过程:

每轮挑选的正例数 P;
每轮挑选的反例数 n;
基学习算法~;
学习轮数 T.

1: 从 Du 中随机抽取 s 个样本构成缓冲池 Ds;
2: D也 = Du \Ds; 
3: for j = 1,2 do 

4:Dj={(zjJz)|((mLz?-j)?Uz)ε Dl}; 
5: end for 
6: for t = 1, 2, . . . , T do 
7: for j = 1,2 do 
8: 句← 'c(Df);

第 13 章半监督学习

9 考察 hj 在 Di={zj|($1，司-J) ε Ds} 上的分类置信度，挑选p个正例
置信度最高的样本 Dp cDs 、 η 个反例置信度最高的样本 Dn c Ds; 

10: 由 DL 生成伪标记证例 iJ~-j = {(X尸，+1) I Xi E Dt}; 
11: 由 DA 生戚伪标记反例 bi-j z{(m?-3，一1) I X~ ε D~J; 
12: Ds = Ds \ (Dp U Dn); 
13: end for 
14: if hl， 归均未发生改变 then
15: break 
16: else 
17: for j = 1,2 do 

18: Dt 二巧 u(句 U iJ~);
19: end for 
20: 从 D，. 中随机抽取 2p 十 2η 个样本加入 Ds
21: end if 
22: end for 

输出:分类器仇， h2 

图 13.6 协同训练算法

之间具有显著的分歧(或差异)，即可通过相互提供伪标记样本的方式来提升泛

化性能(周志华， 2013]; 不同视图、不同算法、不同数据采样、不同参数设置

等7 都仅是产生差异的渠道?而非必备条件.

基于分歧的方法只需采用合适的基学习器，就能较少受到模型假设、损失

函数非凸性和数据规模问题的影响，学习方法简单有效、理论基础相对坚实、

适用范围较为广泛.为了使用此类方法，市能生成具有显著分歧、性能尚可的

多个学习器，但当有标记样本很少，尤其是数据不具有多视图时，要做到这一点

并不容易，需有巧妙的设计.
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参见 10.6 节.

初始化 k 个空簇.

更新均值向量，
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13.6 半监督聚类

聚类是一种典型的无监督学习任务，然而在现实聚类任务中我们往往能获

得一些额外的监督信息，于是可通过半监督聚类(semi-supervised clustering)来

利用监督信息以获得更好的聚类效果.

聚类任务中获得的监督信息大致有两种类型.第一种类型是"必连"

(must-link) 与"勿连" ( cannot-link) 约束?前者是指样本必属于同一个簇，后

者是指样本必不属于同一个簇;第二种类型的监督信息则是少量的有标记样本.

约束 k 均值 (Constrained k-means) 算法 [Wagstaff et al. , 2001] 是利用第

一类监督信息的代表.给定样本集 D = {X1 ， X2 ，"'， Xm} 以及"必连"关系

输入:样本集 D={矶，旬，...， Xm};
必连约束集合 M;
勿连约束集合 C;
聚类簇数 k.

过程:
1: 从 D 中随机选取 k 个样本作为初始均值向量{μ1 ， μ2尸.. ， μk}; 
2: repeat 
3: Cj = ø (1 ~ j ~ k); 
4: fori=1 ,2,..., mdo 
5: 计算样本 Xi 与各均值向量的 (l~j~k) 的距离: dij = Ilxi 一的 112 ; 
6:κ ={1 ， 2，...， k}; 
7: is ...merged=false; 
8: while -, is且erged do 
9: 基于 κ 找出与样本 Xi 距离最近的簇 r= 缸g minjE /C dij ; 

10: 检测将町划入聚类簇 Cr 是否会违背 M 与 C 中的约束;
11: if -, is_voilated then 
12: Cr = C俨 U{Xi};
13: is且erged=true

14: else 
15:κ=κ \ {r}; 
16: ifκ= ø then 
17: break并返回错误提示
18: end if 
19: end if 
20: end while 
21: end for 
22: for j = 1,2, . . ., k do 

23 的=古I:"'ECj X; 
24: end for 
25: until 均值向量均未更新

输出:簇划分 {C1 ， C2 ,..., Ck} 

图 13.7 约束 k 均值算法
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集合 M 和"勿连"关系集合 C， (Xi , Xj) εM 表示 Xi 与 Xj 必属于同簇，

k 均值算法见 9.4.1 节 (町 ， Xj) εC 表示 Xi 与 Xj 必不属于同簇. 该算法是 k 均值算法的扩展?它在聚

类过程中要确保儿f 与 C 中的约束得以满足，否则将返回错误提示?算法如图

13.7 所示.

几 p.202 表 9. 1. 以西瓜数据集 4.0 为例，令样本♂4 与 X25 ， X12 与 X20 ， X14 与 X17 之间存在

必连约束?的 与 X21 ， X13 与 X23 ， X19 与♂23 之间存在勿连约束，即

M 二 {(X4 ， X25) , (X25 ，叫， (X12 ' X20 ) , (X20 , X12) , (X14 , X17 ) , ( X 17 , X14)} , 

C = {(X2 , X21) , (X21' X2) , (X13 ,X 23 ) , ( X23 , X 13), (X19 , X23 ) , ( X23 , X19)}. 

设聚类簇数 k = 3 ， 随机选取中干* X6 , X12 , X27 作为初始均值向量， 图 13.8
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图 13.8 西Jf;，..数据集 4.0 上约束 k 均值算法 (k = 3) 在各轮迭代后的结果.样本点与
均值向量分别用"."与"+"表示，必连约束和勿连约束分别用实线段与虚线段表示，红
色虚线显示出簇划分.
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此处样本标记指绿标

记(cluster label). 不是类别
标记 (class label). 
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显示出约束 k 均值算法在不同法代轮数后的聚类结果.经 5 轮迭代后均值向量

不再发生变化(与第 4 轮迭代相同)，于是得到最终聚类结果

C1 = {X3 ,X5 ,X7 ,X9 ,X13 ,X14 ,X16 ,X17 ,X21}; 

C2 = {X6 , X8 , X 1O, X11 , X12 , X15 , X18 , X19 , X20}; 

C3 = {X1 ， X2 ， X4 ， X22 ， X23 ， X比 X25 ， X26 , X27 , X28 , X29 , X30}. 

第二种监督信息是少量有标记样本.结起样本集 D = {X1 ， 旬，...， Xm} ，

假定少量的有标记样本为 S=UL1 乌 cD，其中乌手 8 为隶属于第 j 个聚
类簇的样本.这样的监督信息利用起来很容易:直接将它们作为"种子"，用

它们初始化 k 均值算法的 k 个聚类中心?并且在聚类簇迭代更新过程中不改

变种子样本的簇隶属关系.这样就得到了约束种子 k 均值 (Constrained Seed 

k-means) 算法 [Basu et al., 2002]，其算法描述如图 13.9 所示.

输入:样本集 D = {Xl' X2 ,..., xm}; 
8 c D , 181 << IDI 少量有标记样本 SzULI 乌;

聚类簇数 k.
过程:
1: for j = 1,2, . . . ,k do 

中时标记样本初始化簇 2: 的=南 LæESj X 

怡 3: end for 
4: repeat 
5: Cjζ ø (1 "，二 j 军二均;
6: for j = 1,2, . . . , k do 

用有标记样本初始化 k 7: for all X E S, do 
个簇 8: Cj = Cj U{ X } 

9: end for 
10: end for 
11: for all X也 ε D\Sdo
12: 计算样本 Xi 与各均值向量的 (1ζ j ~ k) 的距离: dij = Ilxi 的 112 ; 

13: 找出与样本 Xi 距离最近的簇: r = argmi乌E{1.2 ，...，k} dij ; 

14: 将祥本凯划入相应的簇: Cr = Cr U{xi} 
15: end for 
16: for j = 1 ,2 ,. . . , k do 

时均值储 町的=古LæECj X; 
18: end for 
19: until 均值向量均未更新

输出:簇划分 {C!， C2 ,..., Ck} 

圄 13.9 约束种子 k 均值算法
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仍以西瓜数据集 4.0 为例，假定作为种子的有标记样本为

81 二 {X4 ， X25}， 82 = {♂12 ， X20} ， 83 = {XI4 , X17}. 

以这三组种子样本的平均向量作为初始均值向量，图 13.10 显示出约束种子 k

均值算法在不同迭代轮数后的聚类结果. 经 4 轮迭代后均值向量不再发生变

化(与第 3 轮迭代相同)，于是得到最终聚类结果

C1 = {Xl ， 的， X 4 , X22 , X23 , X24 , X25 , X26 , X27 , X28 , X29 , X30} ; 

C2 = {X6 ， 酌， x 8 , x lQ, xu , X12 , X 15 , x18 , x19 , X20} ; 

C3 = {♂3 ， X5 ， 的， X山 2比 X16 ， X17 , X到}.
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图 13.10 西瓜数据集 4.0 上约束种子 k 均值算法 (k = 3) 在各轮迭代后的结果.样本
点与均值向量分别用"."与"+"表示，种子样本点为红色， 红色虚线显示出簇划分.
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k 近邻图和 ε 近邻图参
见 10.5.1 节.

许多集成学习研究者认
为:只妥能使用多个学习

器即可将弱学习器性能提
升到极高，无须使用未标

记样本，许多半监督学习
研究者认为:只要能使用
未标记样本即可将弱学习
器性能提升到极高，无须

使用多学习器.但这两种
看法都有其局限.
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半监督学习的研究一般认为始于 [Shahshahani and Landgrebe, 1994] ，该

领域在二十世纪末、二十一世纪初随着现实应用中利用未标记数据的巨大需

求涌现而蓬勃发展.国际机器学习大会(ICML)从 2008 年开始评选"十年最佳

论文"在短短 6 年中，半监督学习四大程型(paradigm)中墓于分歧的方法、

半监督 SVM、图半监督学习的代表性工作先后于 2008 年 [Blum and Mitchell , 

1998] 、 2009 年 [Joachim日， 1999] 、 2013 年 [Zhu et al., 2003] 获奖.

生成式半监督学习方法出现最早 [Shahshahani and Landgrebe, 1994]. 由

于需有充分可靠的领域知识才能确保模型假设不至于太坏，因此该范型后来主

要是在具休的应用领域加以研究.

半监督 SVM 的目标函数非凸，有不少工作致力于减轻非凸性造成的不

利影响，例如使用连续统(continuation)方法，从优化一个简单的内目标函数开

始，逐步变形为非凸的 S3VM 目标函数 [Chapelle et al., 2006a]; 使用确定性退

火(deterministic annealing)过程，将非凸问题转化为一系列凸优化问题7 然后

由易到难地顺序求解 [Sindhwani et al., 2006]; 利用 CCCP 方法优化非凸函数

[Collobert et al., 2006] 等

最早的圈半监督学习方法[Blum and Chawla, 2001] 直接基于聚类假设3

将学习目标看作找出固的最小割(mincut). 对此类方法来说，图的质量极为重

要， 13.4节的高斯距离图以及 k 近邻图、 E 近邻图都较为常用，此外已有一些

关于构图的研究 [Wang and Zhang, 2006; Jebara et al., 2009]，基于图核(graph

kernel)的方法也与此有密切联系 [Chapelle et al., 2003]. 

基于分歧的方法起源于协同训练，最初设计是仅选取-个学习器用于预测

[Blum and Mitchell, 1998]. 三体训练(tri-training)使用三个学习器，通过"少

数服从多数"来产生伪标记样本，并将学习器进行集成 [Zhou and Li, 2005b]. 

后续研究进一步显示出将学习器集成起来更有助于性能提升?并出现了使用更

多学习器的方法.更为重要的是，这将集成学习与半监督学习这两个长期独立

发展的领域联系起来 [Zhou， 2009]. 此外3 这些方法能容易地用于多视图数据1

并可自然地与主动学习进行结合同志华， 2013].

[Belkin et al., 2006] 在半监督学习中提出了流形正贝j化(manifold regular­

izatio丑)框架，直接基于局部光滑性假设对定义在有标记样本上的损失函数进行

正则化，使学得的预测函数具有局部光滑性.

半监督学习在利用未标记样本后并非必然提升泛化性能，在有些情形下甚
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这里的"安全"是指利
用未标记样本后，能确保

泛化性能至少不差于仅利

用有标记样本.

第 13 章半监督学习

至会导致性能下降.对生成式方法，其成因被认为是模型假设不准确 [Cozman

and Cohen, 2002]，因此需依赖充分可靠的领域知识来设计模型.对半监督

SVM，其成因被认为是训练数据中存在多个"低密度划分"，而学习算法有可

能做出不利的选择;但VM [Li and Zhou, 2015] 通过优化最坏情形性能来综合

利用多个低密度划分，提升了此类技术的安全性.更一般的"安全" (safe)半监

督学习仍是一个未决问题.

本章主要介绍了半监督分类和聚类但半监督学习己普遍用于各类机器学

习任务，例如在半监督回归 [Zhou and Li, 2005a]、降维 [Zhang et al., 200可等

方面都有相关研究.更多关于半监督学习的内容可参见 [Chapelle et al., 2006b; 

Zh叽 2006]， [Zhou and Li , 2010; 周志华， 2013] 专门介绍了基于分歧的方法.

[Settles, 2009] 是一个关于主动学习的介绍.
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习题

13.1 试推导出式(13.5)"-'(13.8).

13.2 试基于朴素贝叶斯模型推导出生成式半监督学习算法.

13.3 假设数据自混合专家(mixture of experts)模型生成，即数据是基于 k

个成分混合而得的概率密度生成:

门
，
"

门
，u

qa --AU Z P 
α
 

k

了
μ
M

Z 
QV Z P 

UCI 数据集凡 13.4 

其中 θ={肉，酌，... ，仇}是模型参数， p(叫 θi) 是第 4 个混合成分的

概率密度，混合系数 αz 注 0， EJL1 句=1.假设每个泪合成分对应一
个类别，但每个类别可包含多个混合成分.试推导相应的生成式半监

督学习算法.

从网上下载或自己编程实现 TSVM 算法?选择两个 UCI 数据集，将其

中 30% 的样例用作测试样本， 109毛的样例用作有标记样本， 60% 的样

例用作无标记样本，分别训练出利用无标记样本的 TSVM 以及仅利

用有标记样本的 SVM，并比较其性能.

13.5 对未标记样本进行标记指派与调整的过程中有可能出现类别不平衡

http:j j archive.i臼 uci.edujmlj.

问题，试给出考虑该问题后的改进 TSVM 算法.

13.6* TSVM 对未标记样本进行标记指派与调整的过程涉及很大的计算开

销，试设计一个高效的改进算法.

13.7* 试设计一个能对新样本进行分类的图半监督学习方法.

13.8 自训练(self-training)是一种比较原始的半监督学习方法:它先在有标

记样本上学习，然后用学得分类器对未标记样本进行判别以获得其伪

标记，再在有标记与伪标记样本的合集上重新训练，如此反复.试析该

方法有何缺陷.

13.驴 给定一个数据集，假设其属性集包含两个视图，但事先并不知道哪些

属性属于哪个视图，试设计一个算法将这两个视图分离出来.

13.10 试为图 13.7 算法的第 10 行写出违约检测算法(用于检测是否有约束

未被满足).
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休息一会儿

传统的德国大学中一个
系只有一位"教授"斗目
当于系主任高斯长期担

任哥廷根大学数学教授，
1855 年他，去世后由狄利克
雷接任

7 个千禧年数学难题中，
已被证明的"庞加菜猜

想"直接与流形有关:任

何一个羊遥远、闭的三维
流形一定同胚于一个三维
球面
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using Gaussian fields and harmonic functions." In Proceedings of the 20th 

International Conference on Machine Learning ρCML)， 912-919, W，回hing­

ton, DC. 

休息一会儿

小故事:流形与伯恩哈德·黎曼

"流形" (manifold) 这个名字源于德语 Mannig­

faltigkeit，是伟大的德国数学家伯恩哈德·黎曼 (Bernhard

Riemann, 1826-1866) 提出的，其译名则是我国拓扑学奠

基人江泽涵先生借鉴文天祥《正气歌>> "天地有正气，杂然

赋流形"而来，可能是由于光滑流形恰与"气"相似，整体

上看可流动、变形.

黎曼出生于德国汉诺戚的布列斯伦茨(Breselenz)，幼年时就展现出惊人的

数学天赋.1846 年父亲送他到哥廷根大学攻读神学，在旁听了高斯关于最小二

乘法的讲座后，他决定转攻数学，并在高斯指导下于 1851 年获博士学位.期间

有两年他在柏林大学学习，受到了雅可比、狄利克雷等大数学家的影响. 1853 

年，高斯让黎曼在几何学基础方面准备一个报告，以便取得哥廷根大学的教职;

1854 年，黎曼做了"论作为几何基础的假设"的著名演讲， 这个报告开创了黎

曼几何，提出了黎曼积分，并首次使用了 Mannigfaltigkeit 这个词.此后黎曼一

直在哥廷根大学任教，并在 1859 年接替去世的狄利克雷担任数学教授.

黎曼是黎曼几何的创立者、复变函数论的奠基人，并对微积分、解析数

论、组合拓扑、代数几何、数学物理方法均做出了开创性贡献， 他的工作直接

影响了近百年数学的发展，许多杰出的数学家前赴后继地努力论证黎曼断言过

的定理. 1900 年希尔伯特列出的 23 个世纪数学问题与 2000 年美国克雷数学研

究所列出的 7个千禧年数学难题中，有一个问题是相同的，这就是黎曼 1859 年

因当选院士而提交给柏林科学院的文章中提出的"黎曼猜想"这是关于黎曼

〈函数非平凡零点的猜想.目前已有不同数学分支的千余个数学命题以黎曼猜

想为前提，若黎曼猜想正确，它们将全部升格为定理.一个猜想联系了如此多不

同数学分支、如此多命题，在数学史上是极为罕见的，因此它被公认为当前最

重要的数学难题.





基于学习器进行预测，

例如根据纹理、颜色、根

蒂等信息判断一个瓜是否
为好Æ-就是在做推断，但

推断远超出顽测范畴，例
如在吃到一个不见根蒂的

好瓜时"由呆溯因"逆
推其根蒂的状态也是推断.

若变量问存在显式的因

果关系，则常使用贝叶斯
网;若变量问存在相关性，
但难以获得显式的因果关

系，则常使用马尔可夫网.

静态贝叶斯网参见 7.5

节

第 14 章概率图模型

14.1 隐马尔可夫模型

机器学习最重要的任务，是根据一些己观察到的证据(例如训练样本)来

对感兴趣的未知变量(例如类别标记)进行估计和推测.概率模型(probabilistic

model)提供了一种描述框架?将学习任务归结于计算变量的概率分布.在概

率模型中，利用已知变量推测未知变量的分布称为"推断" (inference)，其

核心是如何基于可观测变量推测出未知变量的条件分布具体来说，假定所

关心的变量集合为飞可观测变量集合为 0，其他变量的集合为 R，"生成

式" (generative)模型考虑联合分布 P(Y， R， O) ， "判别式" (discriminative)模

型考虑条件分布 P(Y， R I 0). 给定一组观测变量值，推断就是要由 P(Y， R， O)

或 P(Y， R 10) 得到条件概率分布 P(Y I 0). 

直接利用概率求和规则消去变量 R显然不可行，因为即便每个变量仅有两

种取值的简单问题，其复杂度己至少是 0(2IYI+IRI) . 另一方面，属性变暨之间往

往存在复杂的联系，因此概率模型的学习，即基于训练样本来估计变量分布的

参数往往相当困难.为了便于研究高效的推断和学习算法，需有一套能简洁紧

凑地表达变量间关系的工具.

慨率围棋型(probabilistic graphical model)是一类用图来表达变量相关关

系的概率模型.它以图为表示工具，最常见的是用一个结点表示一个或一组

随机变量，结点之间的边表示变量间的概率相关关系，即"变量关系图"根

据边的性质不间，概率图模型可大致分为两类:第一类是使用有向无环图表

示变量间的依赖关系，称为有向圈模型或贝叶斯网(Bayesian network); 第二类

是使用无向国表示变量间的相关关系，称为无向图模型或马尔可夫网(Markov

network). 

隐马尔可夫模型(Hidden Markov Model，简称 HMM)是结构最筒单的动态

贝叶斯网(dynamic Bayesian network)，这是一种著名的有向图模型?主要用于

时序数据建模，在语音识别、自然语言处理等领域有广泛应用.

如图 14.1 所示，隐马尔可夫模型中的变量可分为两组.第一组是状态变量

{Yl ， 但尸.. ， Yn} ， 其中执 EY表示第 4 时刻的系统状态.通常假定状态变量是隐

藏的、不可被观测的，因此状态变量亦称隐变量(hidden variable). 第二组是现
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zt:古::2
圄 14.1 隐马尔可夫模型的图结构

测变量 {X1 ， X2 ， … ， Xn} ， 其中 Xi εX 表示第 4 时刻的观测f直在隐马尔可夫模

型中，系统通常在多个状态{句， S2 ，'..， SN} 之间转换，因此状态变量切的取值

范围 Y(称为状态空间)通常是有 N 个可能取值的高散空间.观测变量均可以

是离散型也可以是连续型，为便于讨论?我们仅考虑离散型观测变量，并假定其

取值范围 X 为 {01 ， 02尸 • ., OM}. 

图 14.1 中的箭头表示了变量间的依赖关系.在任一时刻，观测变量的取值

仅依赖于状态变量，即 Xt 由 Yt 确定，与其他状态变量及观测变量的取值无关.

同时， t 时刻的状态如仅依赖于 t-1 时刻的状态仙一1，与其余 n-2 个状态无

关.这就是所谓的"马尔可夫链" (Markov chain)，即:系统下一时刻的状态仅
所谓呗在决定未来" 由当前状态决定，不依赖于以往的任何状态.基于这种依赖关系，所有变量的联

合概率分布为

P(町 ， Y1 ，... ,Xn ,Yn) = P(υ伊(X1 I 的) rr P(Yi I Yi-1)P(Xi I yi) . (14.1) 

除了结构信息，欲确定一个隐马尔可夫模型还需以下三组参数:

·状态转移概率:模型在各个状态间转换的概率，通常记为矩阵 A

[αij]Nx肌其中

αij = P(Yt+l = Sj I Yt = si) , 1:(; i , j :(; N , 

表示在任意时刻 t，若状态为 Si ， 则在下一时刻状态为 Sj 的概率.

·输出现测概率:模型根据当前状态获得各个观测值的概率7 通常记为矩阵

B = [bij]NXM ， 其中

. bij = P(Xt = Oj I Yt 二 Si) , 1 :(; i :(; N ,1 :(; j :(; M 

表示在任意时刻 t， 若状态为 Si. ， 则观测值。j 被获取的概率.

·初始状态概率:模型在初始时刻各状态出现的概率，通常记为何=
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(町，吨，... ，霄N) ，'其中

的 = P(Yl = 时 ， l~i~N 

表示模型的初始状态为 Sí 的概率.

通过指定状态空间 y、观测空间 X 和上述三组参数，就能确定一个隐马尔

可夫模型，通常用其参数 λ= [A， B，7r]来指代.给定隐马尔可夫模型 λ，它按如

下过程产生观测序列 {Xl' 吨， ..., Xn}: 

(1) 设置 t = 1，并根据初始状态概率霄选择初始状态 Yl;

(2) 根据状态饰和输出现测概率B 选择观测变量取值 Xt;

(3) 根据状态伪和状态转移矩阵 A 转移模型状态，即确定 Yt+1;

(4) 若 t < n， 设置 t = t + 1，并转到第 (2) 步，否则停止.

其中 Yt ε {Sl ， S2 ，...， SN} 和 Xt ε {01， 02 , . . . ， OM} 分别为第 t 时刻的状态和观

测值.

在实际应用中，人们常关注隐马尔可夫模型的三个基本问题:

·给定模型 λ= [A， B，叫，如何有效计算其产生观测序列 x

{Xl , X2 ,..., Xn} 的概率 P(x Iλ) ?换言之，如何评估模型与观测序列

之间的匹配程度?

·给定模型 λ= [A， B，刑和观测序列 x={町，句，. ..， Xn} ， 如何找到与此

观测序列最匹配的状态序列 y={的，饵，...， Yn} ?换言之，如何根据观测

序列推断出隐藏的模型状态?

·给定观测序列 x = {Xl ， X2 ， … ， Xn} ， 如何调整模型参数 λ= [A， B，叫使

得该序列出现的概率 P(x Iλ) 最大?换言之，如何训练模型使其能最好地

描述观测数据?

上述问题在现实应用中非常重要.例如许多任务需根据以往的观测序列

{Xl' 吨，... ， Xn-l} 来推测当前时刻最有可能的观测值句，这显然可转化为求取

概率 P(x Iλ)，即上述第一个问题;在语音识别等任务中，观测值为语音信号，

隐藏状态为文字，目标就是根据观测信号来推断最有可能的状态序列(即对应

的文字)，即上述第二个问题;在大多数现实应用中，人工指定模型参数已变得
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越来越不可行，如何根据训练样本学得最优的模型参数，恰是上述第三个问题.

值得庆幸的是，基于式(14.1)的条件独立性，隐马尔可夫模型的这三个问题均能

被高效求解.

14.2 马尔可夫随机场

马尔可夫随机场(Markov Random Field，简称 MRF)是典型的马尔可夫网，

这是一种著名的无向圈模型.圈中每个结点表示一个或一组变量，结点之间

的边表示两个变量之间的依赖关系.马尔可夫随机场有二组势函数(potential

functions) ，亦称"因子" (factor)，这是定义在变量子集上的非负实函数7 主要

用于定义概率分布函数.

图 14.2 显示出一个简单的马尔可夫随机场.对于图中结点的一个子集，若

其中任意两结点间都有边连接，则称该结点子集为一个"国" (clique). 若在一

个团中加入另外任何一个结点都不再形成团，则称该团为"极大团"(maximal

clique); 换言之?极大团就是不能被其他团所包含的团.例如，在图 14.2 中，

{Xl , x2}, {Xl , X址，{句 ， X4} ， {吨 ， X5} ， {町，均}， {句 ， X5} ， {句 ， X6} 和 {X2 ， 町 ， X6}

都是团，并且除了{句，句}， {X2 ， X6} 和{町， X6} 之外都是极大团;但是，因为 X2

和 X3 之间缺乏连接， {Xl ， 巧 ， X3} 并不构成团.显然，每个结点至少出现在个

极大团中.

固 14.2 一个简单的马尔可夫随机场

在马尔可夫随机场中，多个变量之间的联合概率分布能基于团分解

为多个因子的乘积?每个因子仅与一个团相关.具体米说，对于 η 个变量

X = {Xl ， 町，... ， xn } ， 所有团构成的集合为 C，与团 QεC 对应的变量集合记为

XQ ， 则联合概率 P(X) 定义为

P(X)=JEψQ(XQ) , (14.2) 

其中 ψQ 为与团 Q 对应的势函数，用于对团 Q 中的变量关系进行建摸， Z = 
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参见 7.5.1 节
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Lx ITQεcψQ(XQ) 为规范化因子，以确保 P(X) 是被正确定义的概率.在实际

应用中，精确计算 Z通常很困难，但许多任务往往并不需获得 Z 的精确值.

显然，若变量个数较多，则团的数目将会很多(例如，所有相互连接的两个

变量都会构成团)，这就意味着式(14.2)会有很多乘积项，显然会给计算带来负

担.注意到若团 Q 不是极大团，则它必被一个极大团 Q* 所包含，即 XQ ç xQ*; 

这意味着变量 XQ 之间的关系不仅体现在势函数 ψQ 中，还体现在 ψ命中.于

是，联合概率 P(X) 可基于极大团来定义.假定所有极大团构成的集合为 C* ， 则

有

P(X) = 去 H ψQ(XQ) , 
Q巳C*

(14,3) 

其中 Z* = Lx I1QEC愈 ψQ(XQ) 为规范化因子.例如图 14.2 中 X ={X1 ， X2 ， "' ，

X6} ， 联合概率分布 P(X) 定义为

P(x)=jψ仙， X2)ω叫削川4)州川5)ψ256(川5， X6) , 

其中，势函数 ψ256(X2 ， X5 , X6) 定义在极大团 {X2' X5 ， X6} 上，由于它的存在，使

我们不再需为团 {X2 ， X5} ， {X2 ， X6} 和 {X5 ， x6} 构建势函数.

在马尔可夫随机场中如何得到"条件独立性"呢?同样借助"分离"的概

念，如图 14.3 所示，若从结点集A 中的结点到 B 中的结点都必须经过结点集 C

中的结点，则称结点集 A 和 B 被结点集 C 分离， C称为"分离集" (separating 

set). 对马尔可夫随机场，有

• "全局马尔可夫性" (global Markov property): 给定两个变量子集的分

离集，则这两个变量子集条件独立.

也就是说，图 14.3 中若令 A， B 和 C对应的变量集分别为 XA， XB 和 Xc ， 则 XA

和 XB 在给定Xc 的条件下独立，记为XA ..l XB I xc. 

C B 

固 14.3 结点集 A和 B被结点集 C分离
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下面我们做一个简单的验证.为便于讨论，我们令图 14.3 中的 A， B 和 C

分别对应单变量 XA， XB 和 XC ， 于是因 14.3 简化为图 14.4.

@→@→④ 
固 14.4 图 14.3 的简化版

对于图 14.4，由式(14.2)可得联合概率

P(XA ， X川)=护AC(ωC)ψBC(XB ， XC) . (山)

基于条件概率的定义可得

P (XA ,XB ,XC) P(XA,XB,XC) 
P(XA ,XB I XC) = - \-;"1___0

:-'-'/ 

P(XC) I:XA_ 艺吨 P(吨，吨， XC)

去ψAC(XA ， XC)ψBC(XB ， XC)
22142吨主ψAC(吨 ， XC)ψBC(吗， XC)

ψAC(XA ， XC) ψBC(XB ， XC) 

I:x乌 ψAC(吨， XC) I:xB ψBC(X~ ， XC) 

P(XA'XC) 汇吨 P(XA ，吨 ， XC)
P(XA I XC) = 一一一一=

P(XC) 汇吨艺XB P(吨，吨， XC)

艺吨去ψAC(XA ， XC)ψBC(毡， XC)

- I:x乌 24 去ψAC(吨， XC)ψBC(吨， XC)

ψAC(XA ， XC) 

I:x与 ψAC(吨 ， XC) . 

由式(14.5)和 (14.6)可知

(14.5) 

(14.6) 

P(XA , XB I XC) = P(XA I XC)P(XB I XC) , (14.7) 

即 XA 和 XB 在给定 Xc 时条件独立.

由全局马尔可夫性PJ得到两个很有用的推论:

·局部马尔可夫性(local Markov property): 给定某变量的邻接变量，则该
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某变量的所有邻接变量

组成的集合称为该变量的

"马尔可夫毯" (Markov 
blanket) 

条件随机场可看作给定
观测值的马尔可夫随机场，

也可看作对率回归的扩展，
对率回归参见 3.3 节

325 

变量条件独立于其他变量.形式化地说?令 V 为图的结点集， n(v) 为结点

u 在图上的邻接结点，旷(v) =n(v)U {叶，有xv l_ XV\n*(v) I Xn(v) . 

·成对马尔可夫性(pairwise Markov property): 给定所有其他变量，两个非

邻接变量条件独立.形式化地说，令图的结点集和边集分剔为 V 和 E， 对

圈中的两个结点u 和 v ， 若 (u ， v) ~ E， 则 Xu l_ Xv I XV\(u,v) . 

现在我们来考察马尔可夫随机场中的势函数.显然，势函数 ψQ(XQ) 的作

用是定量刻画变量集 XQ 中变量之间的相关关系，它应该是非负函数，且在所偏

好的变量取值上有较大西数值.例如，假定图 14.4 中的变量均为二值变暨，若

势函数为
I 1.5‘ if XA 二 Xr;;

ψAC(XA ， XC) = < ---, -- -~ --~， 

I 0.1 , otherwise , 

I 0.2‘ if XR = Xr;; 
ψBC(XB ， XC)=~ --, -- -~ --~， 

I 1.3, otherwise , 

则说明该模型偏好变量 XA 与 Xc 拥有相同的取值， XB 与 Xc 拥有不同的取值;

换言之，在该模型中 XA 与 Xc 正相关， XB 与 Xc 负相关.结合式(14.2)易知，令

XA 与 Xc 相同且XB 与 Xc 不同的变量值指派将取得较高的联合概率.

为了满足非负性，指数面数常被用于定义势函数，即

ψQ(XQ) = e-HQ(xQ) (14.8) 

HQ(xQ) 是一」个定义在变量 XQ 上的实值函数，常见形式为

HQ(xQ) =' 2二 αuvXuXv 斗艺品Xv , (14.9) 
u，vεQ，也手iv vεQ 

其中 α川和 ßv 是参数.上式中的第二项仅考虑单结点?第一项则考虑每一对结

点的关系.

14.3 条件随机场

条件随机场(Conditional Random Field，简称 CRF) 是一种判别式无向图

模型. 14.1 节提到过?生成式模型是直接对联合分布进行建模，丽判别式模型则

是对条件分布进行建模.前面介绍的隐马尔可夫模型和马尔可夫随机场都是生

成式模型，而条件随机场则是判别式模型.
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条件随机场试图对多个变量在给定观测值后的条件概率进行建模.具体来

说，若令 X = {Xl' X2 , … , Xn} 为观测序列， y = {仇，的 ， .. ., Yn} 为与之相应

的标记序列，则条件随机场的目标是构建条件概率模型 P(y I X). 需注意的是，

标记变量 y 可以是结构型变量，即其分量之间具有某种相关性. 例如在自然语

言处理的词性标注任务中，观测数据为语句(即单词序列)，标记为相应的词性序

列，具有线性序列结构，如图 14.5(a)所示; 在语法分析任务中， 输出标记则是语

法树，具有树形结构，如图 14.5(b)所示.
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(a) 词性标注 (b) 语法分析

图 14.5 自然语言处理中的词性标注和语法分析任务

令 G = (V， E) 表示结点与标记变量 Y (:"j-I )[;素→一对应的无向图 ， YV 表示

与结点 u 对应的标记变量， n(v) 表示结点 υ 的邻接结点， 若|翻 G 的每个变量 YV

都满足马尔可夫性，即

P(ν'v I x， yV\{叶) = P (Yv I x , Yn(v)) , (14.10) 

则 (y， x) 构成一个条件随机场.

理论上来说，图 G 可具有任意结构，只要能表示标记变量之间的条件独立

性关系即可. 但在现实应用中，尤其是对标记序列建模时，最常用的仍是图 14.6

所示的链式结构，即"链式条件随机场" (chain-structured CRF). 下面我们主

要讨论这种条件随机场.

Yl Y2 Y3 Yn 

x = {Xl X2 ... Xn } 

图 14.6 链式条件随机场的图结构
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与马尔可夫随机场定义联合概率的方式类似，条件随机场使用势函数和图

结构上的团来定义条件概率 P(y I x). 给定观测序列 x，图 14.6 所示的链式条

件随机场主要包含两种关于标记变量的团，即单个标记变量 {Yi} 以及相邻的标

记变量{执一1 ， ω}. 选择合适的势函数，即可得到形如式(14.2) 的条件概率定义.

在条件随机场中，通过选用指数势函数并引入特征函数(feature function)，条件

概率被定义为
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其中与(执+1 ，挠， x， i) 是定义在观测序列的两个相邻标记位置上的转移特征函

数(transition feature function)，用于刻画相邻标记变量之间的相关关系以及观

测序列对它们的影响， Sk(Yi , X , i) 是定义在观测序列的标记位置 4 上的状态特征

函数(status feature function)，用于刻画观测序列对标记变量的影响?λ3 和 μk

为参数， Z 为规范化因子，用于确保式(14.11)是正确定义的概率.

显然?要使用条件随机场，还需定义合适的特征函数.特征函数通常是实值

函数，以刻画数据的一些很可能成立或期望成立的经验特性.以图 14.5(a) 的词

性标注任务为例，若采用转移特征函数

I 1, if Yi+1 = [P], Yi = [V] and 的 ="knock";
tf(纺+1 ，锐， x ， i) = < - .~ 1 0, otherwise, 

则表示第 4 个观测值均为单词 "knock"时7 相应的标记 Yi 和 Yi十1 很可能分别为

[V] 和 [P]. 若采用状态特征函数

I 1, if Yi = [V] and Xi = 吐nock";
Sk(锐， x， i) = < 

1 0, otherwise, 

则表示观测值的为单词"knock" 时?它所对应的标记很可能为 [V].

对比式(14.11)和 (14.2)可看出，条件随机场和马尔可夫随机场均使用团上

的势函数定义概率，两者在形式上没有显著区别;但条件随机场处理的是条件

概率.而马尔可夫随机场处理的是联合概率.
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学派对此并不认同.
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14.4学习与推断

基于概率图模型定义的联合概率分布?我们能对目标变量的边际分

布(marginal distribution)或以某些可观测变量为条件的条件分布进行推断.条

件分布我们已经接触过很多，例如在隐马尔可夫模型中要估算观测序列 x 在给

定参数入下的条件概率分布.边际分布则是指对无关变量求和或积分后得到结

果，例如在马尔可夫网中，变量的联合分布被表示成极大团的势函数乘积，于

是，给是参数。求解某个变量 z 的分布，就变成对联合分布中其他无关变量进

行积分的过程，这称为"边际化" (marginalization). 

对概率图模型，还需确定具体分布的参数，这称为参数估计或参数学习问

题，通常使用极大似然估计或最大后验概率估计求解.但若将参数视为待推测

的变量，则参数估计过程和推断十分相似，可以"吸收"到推断问题中.因此，

下面我们只讨论概率图模型的推断方法.

具体来说，假设图模型所对应的变量集 X={町，句，...， XN} 能分为 XE 和

XF 两个不相交的变量集，推断问题的目标就是计算边际概率 P(XF) 或条件概

率 P(XF I XE). 由条件概率定义有

P(XE ,XF) P(XE ,XF) 
P(XF I XE) 二 27(14.12)

P(XE) 艺XF P(XE ,XF) 

其中联合概率 P(XE ， XF) 可基于概率图模型获得，因此，推断问题的关键就是

如何高效地计算边际分布?即

P(XE) = 汇 P(XE ， XF) . (14.13) 

概率图模型的推断方法大致可分为两类.第…伞类是精确推断方法，希望能

计算出目标变量的边际分布或条件分布的精确值;遗憾的是，一般情形下，此类

算法的计算复杂度随着极大团规模的增长呈指数增长，适用范周有限.第二类

是近似推断方法，希望在较低的时间复杂度下获得原问题的近似解;此类方法

在现实任务中更常用.本节介绍两种代表性的精确推断方法?下→节介绍近似

推断方法.

14.4 .1 变量消去

精确推断的实质是一类动态规划算法?它利用图模型所描述的条件独立性

来削减计算目标概率值所需的计算量.变量消去法是最直观的精确推断算法，
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基于有向图模型所描述
的条件独立性.

也是构建其他精确推断算法的基础.

我们先以图 14.7(a) 中的有向图模型为例来介绍其工作流程.
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m43(X3) J 伊
/牛二/飞叫

、\飞\

mW5)飞 X5

(a) 贝叶斯网络结构 (b) 消息传递过程

图 14.7 变量消去法及其对应的消息传递过程

假定推断目标是计算边际概率 P(X5). 显然?为了完成此目标，只需通过加

法消去变量 {Xl ， 句， X3 ， 归}，即

P(句)=三二三二三二L P(Xl , X2 , X3 , X4 , X5) 
X4 X3 X2 Xl 

=LL2二三二 P(Xl)P(X2 I Xl)P(X3 I X2)P(X4 I 句)P(X5 I X3) 
X4 X3 X2 Xl 

(14.14) 

不难发现?若采用{町，句，叫， X3} 的顺序计算加法，则有

P(町)二 L P(X51 X3) LP(叫创汇P(X3 I X2) L P(Xl)P(X2 I Xl) 

=艺P(X5 I X3)艺 P(叫 X3)艺 P(X3 I X2)m12(X2) , (14.15) 
X3 X4 X2 

其中 mij(Xj) 是求加过程的中间结果， r标 t 表示此项是对町求力口的结果?下

标 j 表示此项中剩下的其他变量显然， mη (Xj) 是关于巧的函数.不断执行此

过程可得

P(X5) = 汇 P(X5 I X3) L P(叫 X3)m纠X3)

=艺 P(X5 I X3)m纠创汇P(X4 I X3) 

= L P (X5 I X3)m纠X3)m43(X3)

= m35(X5) . (14.16) 
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·显然，最后的 m35(X5) 是关于冉的函数，仅与变量 X5 的取值有关.

事实上，上述方法对无向图模型同样适用.不妨忽略图 14.7(a) 中的箭头，

将其看作一个无向图模型，有

P(Xl， X山川5)=jψ仙， X仰3(X2 ， X3)归4(X3 ， X仰5(句， X5) , 
(14.17) 

其中 Z 为规范化因子.边际分布 P(X5) 可这样计算:

P(句)=江ψ巾， X5)艺ψ山

=江阳(吨， X5)艺阳(X3 ， X4) 汇如3(X2 ， X川2(X2)

=jm35(Z5) (14.18) 

显然，通过利用乘法对加法的分配律，变量捎去法把多个变量的积的求和

问题，转化为对部分变量交替进行求积与求和的问题.这种转化使得每次的求

和与求积运算限制在局部，仅与部分变量有关，从而简化了计算.

变量消去法有一个明显的缺点:若需计算多个边际分布，重复使用变量

消去法将会造成大量的冗余计算.例如在图 14.7(a) 的贝叶斯网上，假定在计

算 P(X5) 之外还希望计算 P(X4) ， 若采用 {Xl ， 句，吨 ， X3} 的顺序，则 m12(X2) 和

m23(X3) 的计算是重复的.

14.4.2 信念传播

亦称 Sum-Product 算法. 信念传播(Belief Propagation)算法将变量消去法中的求和操作看作一个消

息传递过程，较好地解决了求解多个边际分布时的重复计算问题.具体来说，变

量消去法通过求和操作

mij(Xj) "'"汇 ψ(X川j) II mki(叫) (14.19) 

消去变量町，其中 n(i) 表示结点町的邻接结点.在信念传播算法中，这个操作

被看作从 Xi 向 Xj 传递了一个消息 mij(Xj). 这样，式(14.15)和(14.16)所描述的

变量消去过程就能描述为图 14.7(b) 所示的消息传递过程.不难发现，每次消息

传递操作仪与变量 Xi 及其邻接结点直接相关，换言之，消息传递相关的计算被
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限制在图的局部进行.

在信念传播算法中，一个结点仅在接收到来自其他所有结点的消息后才能

向另一个结点发送消息?且结点的边际分布正比于它所接收的消息的乘积，即

P(Xi) oc II mki(Xi) (14.20) 

例如在图 14.7(b) 中，结点 X3 要向 X5 发送消息?必须事先收到来自结点 X2 和

阳的消息?且传递到町的消息 m35(X5) 恰为概率 P(X5).

若圈结构中没有环，则信念传播算法经过两个步骤即可完成所有消息传递，

进而能计算所有变量上的边际分布:

·指定一个根结点，从所有叶结点开始向根结点传递消息?直到根结点收到

所有邻接结点的消息;

·从根结点开始向叶结点传递消息，直到所有叶结点均收到消息.

例如在图 14.7(a)中，令归为根结点，则归和均为叶结点.以上两步消息

传递的过程如图 14.8 所示此时图的每条边上都有方向不同的两条消息，基于

这些消息和式(14.20)即可获得所有变量的边际概率.

(a) 消息传向根结点

固 14.8 信念传播算法图示

14.5 近似推断

精确推断方法通常需要很大的计算开销，因此在现实应用中近似推断方法

更为常用.近似推断方法大致可分为两大类:第一类是采样(sampling)，通过使

用随机化方法完成近似;第二类是使用确定性近似完成近似推断，典型代表为

变分推断(variational inference). 

14.5.1 MCMC采样

在很多任务中，我们关心某些概率分布并非因为对这些概率分布本身感兴
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趣，而是要基于它们计算某比期望，并且还可能进一步基于这些期望做出决策.

例如对图 14.7(a) 的贝叶斯网，进行推断的目的可能是为了计算变量町的期望.

若直接计算或逼近这个期望比推断概率分布更容易?则直接操作无疑将使推断

问题的求解更为高效.

采样法正是基于这个思路.具体来说，假定我们的目标是计算函数 f(x) 在

概率密度函数 p(x) 下的期望

Ep[f] = J f(x)p(x)缸， (14.21 ) 

则可根据 p(x) 抽取一组样本 {Xl ， X2 ，'" ， XN} ， 然后计算 f(x) 在这些样本上的

均值
N 

j= 方 Ef(均) , (14.22) 

以此来近似目标期望 lE [f]. 若样本 {Xl， 的尸.. ， XN} 独立，基于大数定律，这种

通过大量来样的办法就能获得较高的近似精度.问题的关键是如何来样.对概

率图模型来说?就是如何高效地基于图模型所描述的概率分布来获取样本.

概率图模型中最常用的采样技术是马尔可夫链蒙特卡罗(Markov Chain 

Monte Carlo，简称 MCMC)方法.给定连续变量 zεX 的概率密度函数 p(x) ，

z 在区间 A 中的概率可计算为

P(A) 二μx)dx

若有函数 f:X ←+ JR:.，则可计算 f(x) 的期望

(14.23) 

p(f) = lEp [f(X)] 才ω(x)dx. (14.24) 

若 z 不是单变量而是-个高维多元变量 X，且服从一个非常复杂的分布?则对

式(14.24)求积分通常很困难.为此， MCMC 先构造出服从 p 分布的独立同分布

随机变量 Xl ， X2，… ， XN ， 再得到式(14.24)的无偏估计

N)z;三f队) (14.25) 

然而?若概率密度函数 p(X) 很复杂，则构造服从 p 分布的独立同分布样本
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Metropolis- Hastings 算
法是由 N. Metropolis 等人
1953 年提出 [Metropolis

et al., 1953] ，此后 W. K. 
Hastings 将其推广到一般
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也很困难. MCMC 方法的关键就在于通过构造"平稳分布为 p 的马尔同夫链"

来产生样本:若马尔可夫链运行时间足够长(即收敛到平稳状态)，则此时产出

的样本 x 近似服从于分布 p 如何判断马尔可夫链到达平稳状态呢?假定平稳

马尔可夫链 T 的状态转移概率(即从状态 x 转移到状态 x' 的概率)为 T(x' I x) , 

t 时刻状态的分布为 p(xt ) ， 则若在某个时刻马尔可夫链满足平稳条件

p(xt )T(xt - 1 I X t ) = p(Xt - 1 )T(xt I x t - 1 ) , (14.26) 

则 p(别是该马尔可夫链的平稳分布，且马尔可夫链在满足该条件时巳收敛到平

稳状态.

也就是说， MCMC 方法先设法构造一条马尔可夫链?使其收敛至平稳分布

恰为待估计参数的后验分布?然后通过这条马尔可夫链来产生符合后验分布的

样本，并基于这些样本来进行估计.这里马尔可夫链转移概率的构造至关重要、

不同的构造方法将产生不同的 MCMC 算法.

Metropolis-Hastings (简称 MH) 算法是 MCMC 的重要代表.它基于"拒

绝采样" (rejeet sampling) 来逼近平稳分布 p. 如图 14.9 所示，算法每次根

据上一轮采样结果 xt- 1 来采样获得候选状态样本矿，但这个候选样本会以

一定的概率被"拒绝"掉.假定从状态 xt- 1 到状态 f 的转移概率为 Q(x* I 

xt - 1)A(x* I xt- 1 ) ，其中 Q(x* I xt一 1) 是用户给定的先验概率， A(x* I xt-1 ) 是

t 被接受的概率.若 f 最终收敛到平稳、收态，则根据式(14.26)有

p(xt • 1 )Q(X* I x←l)A(x 和 I X t - 1) = p(X*)Q(Xt - 1 I x*)A(xt - 1 I x*) , (14.27) 

输入:先验概率 Q(x* I x t - 1). 

过程:
1: 初始化 xo;

2: for t = 1,2,... do 
3: 根据 Q(x* I xt- 1 ) 采样出候选样本 x*;
4: 根据均匀分布从 (0 ， 1) 范围内采样出|通值 U;
5: if U 运 A(x* I xt- 1) then 
6: x t = x* 
7: else 
8: x t = xt一1

9: end if 
10: end for 
11: return Xl , x 2 , 
输出:采样出的一个样本序列 X1 ， X2 ，

圈 14.9 Metropolis-Ha剖ings 算法
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于是，为了达到平稳状态，只需将接受率设置为

(, p(X*)Q(xt-l I x*) \ 
A(x*|xt-1) =min l1i 

飞 ， p(xt- 1 )Q(x* I x t - 1)) 
(14.28) 

吉布斯采样(Gibbs sampling)有时被视为 MH 算法的特例，它也使用马尔

可夫链获取样本，而该马尔可夫链的平稳分布也是采样的目标分布 p(x). 具体

来说，假定 x = {Xl ， X2γ.. ， XN} ， 目标分布为 p(x) ， 在初始化 x 的取值后，通过

循环执行以下步骤来完成采样:

(1) 随机或以某个次序选取某变量均;

(2) 根据 x 中除 Xi 外的变量的现有取值，计算条件概率 P(Xi I xt)，其中

xt = {町，句，... ，向-bXi+b... ， XN} , 

(3) 根据 p(町 I xt) 对变量 Xi 采样，用来样值代替原值

14.5.2 变分推断

变分推断通过使用己知简单分布来逼近需推断的复杂分布，并通过限制近

似分布的类型，从而得到一种局部最优、但具有确定解的近似后验分布.

在学习变分推断之前，我们先介绍概率图模型一种简洁的表示方法一一盘

式记法(plate notation) [Buntine, 1994]. 图 14. 10 给出了一个简单的例子.

图 14.10(a)表示 N 个变量{町，句，...， XN} 均依赖于其他变量 Z. 在图

14. 10(b)中，相互独立的、由相同机制生成的多个变量被放在一个方框(盘)内，

并在方框中标出类似变量重复出现的个数 N; 方框可以嵌套. 通常用阴影标注

出已知的、能观察到的变量，如图 14.10 中的变量 X. 在很多学习任务中，对属

性变量使用盘式记法将使得图表示非常简洁.

(a) 普通变量关系图 (b) 盘式记法

固 14.10 盘式记法的例示
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变分推断使用的近似分

布需具有良好的数值性质，
通常是基于连续型交量的
概率密度函数来刻画的

EM 算法参几 7.6 节

KL 散度，参见附录C.3
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在图 14.10(b)中?所有能观察到的变量 z 的联合分布的概率密度函数是

N 

p(x 1 8) = rr I: P(Xi' z 闷， (14.29) 

所对应的对数似然函数为

l叩川

其中 x = {Xl ， X2尸 ..， XN} ， 。是 x 与 z 服从的分布参数.

一般来说，因 14.10 所对应的推断和学习任务主要是由观察到的变量 x 来

估计隐变量 z 和分布参数变量。，即求解 p(z 1 x， 8) 和 8.

概率模型的参数估计通常以最大化对数似然函数为手段.对式(14.30)可使

用 EM 算法:在 E 步，根据 t 时刻的参数。t 对 p(z 1 x， 8t ) 进行推断，并计算联

合似然函数 p(x， z 1 8); 在 M 步，基于 E 步的结果进行最大化寻优，即对关于变

量。的函数驭。;研)进行最大化从而求取

。t+1 = argmaxQ(8; 研)
@ 

= argmax 予~p(z 1 x，所) 1叩(x， zI8). (14.31) 
。 7

式(14且)中的驭。;所)实际上是对数联合似然函数 lnp(x ， z 1 8) 在分布

p(z 1 x， 8t_) 下的期望，当分布 p(z 1 x， 8t ) 与变量 z 的真实后验分布相等时，

驭。;所)近似于对数似然函数.于是， EM 算法最终可获得稳定的参数。，而隐

变量 z 的分布也能通过该参数获得.

需注意的是， p(z 1 x，研)未必是隐变量 z 服从的真实分布，而只是一个近

似分布.若将这个近似分布用 q(z) 表示，则不难验证

其中

lnp(x) = .c(q) + KL(q 11 p) , 

.c(q) = J q(z) ln { p~7~~) } dz , 

KL(q 11 p) = - J q(z) ln型产dz

(14.32) 

(14.33) 

(14.34) 
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为简化表述，这里将

qi (Zi) 简写为 qi.

const 是一个常数-
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然而在现实任务中， E 步对 p(Z 1 x，研)的推断很可能因 z 模型复杂而难以

进行，此时可借助变分推断.通常假设 z 服从分布

M 

q(Z) = rr 的(Zi) ， (14.35) 

即假设复杂的多变量 z 可拆解为一系列相互独立的多变量 Zi. 更重要的是，

可以令也分布相对简单或有很好的结构，例如假设 ω 为指数族(exponential 

family)分布，此时有

其中

矶时If qi {lnp(X呵l问n叫吨q仇$

叫/lnp(x， z叫) E俨锐例仰灿叫d也伺z勾}.句j 一 f川z句j 十 c∞ons 
=/山怡队忡'具z均呐j)d:也饵z町j 一- /'1.川

ln豆(x ， Zj)= lE树 [lnp(x， z)] + const , (14.37) 

lEi #j [lnp(x, z)] = !lnp(x, z) rr qidzi . (旧8)
ν4并j

我们关心的是旬，因此可固定 qi#j 再对 C(q) 进行最大化，可发现

式(14.36)等于 -KL (qj 11 豆(x， Zj))，即当 qj = jj(x， Zj) 时 C(q) 最大.于是可

知变量子集 Zj 所服从的最优分布 qj 应满足

即

lnqj(zj) = lE咕j [lnp(x, z)] + const , (14.39) 

xp(lE话j [lnp (x, z)l) 
q;(Z3)=.(14AO) 

J/ J exp (lE俐 [lnp (x, Z)] )dzj 

换言之，在式(14.35)这个假设下，变量子集句最接近真实情形的分布由

式(14.40)给出.

显然，基于式(14.35)的假设，通过恰当地分割独立变最于集 Zj 并选择的服、

从的分布， lEi并j [lnp(x, Z)] 往往有闭式解，这使得基于式(14.40)能高效地对隐变

量 z 进行推断.事实上，由式(14.38)可看出，对变量 Zj 分布 qj 进行估计时融合
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了 ZJ 之外的其他 Zi肖的信息，这是通过联合似然函数 lnp忡， z) 在 Zj 之外的隐

指口指期望， field Ý，悦 变量分布上求期望得到的7 因此亦称"平均场" (mean field)方法

例如若把图像中的小块

看作"坷"则可将图像
表示为词袋，于是话题模
型也可用于图像数据

通常需对祠频做一些

处理，例如去除"停用词

哀"中的词等

狄利克雷分布参见附录
C.1.6 

在实践中使用变分法时，最重要的是考虑如何对隐变量进行拆解，以此假

设各变量子集服从何种分布，在此基础上套用式(14.40)的结论再结合 EM 算法

即可进行概率图模型的推断和参数估计.显然，若隐变量的拆解或变量子集的

分布假设不当，将会导致变分法效率低、效果差.

14.6 话题模型

话题模型(topic model)是一族生成式有向图模型，主要用于处理离散型的

数据(如文本集合)，在信息检索、自然语言处理等领域有广泛应用.隐狄利克

雷分配模型(Latent Dirichlet Allocation，简称 LDA)是话题模型的典型代表.

我们先来了解一卡话题模型中的几个概念:词(word)、文档(document)和

话题(topic). 具体来说，"词"是待处理数据的基本离散单元，例如在文本处理

任务中?一个词就是一个英文单词或有独立意义的中文词"文档"是待处理

的数据对象，它由一组词组成，这些词在文档中是不计顺序的，例如一篇论文、

一个网页都可看作一个文档;这样的表示方式称为"词袋" (bag-of-words). 数

据对象只要能用词袋描述，就可使用话题模型"话题"表示一个概念?具体表

示为一系列相关的词，以及它们在该概念下出现的概率.

形象地说，如图 14.11 所示，→个话题就像是一个箱子，里面装着在这

个概念下出现概率较高的那些词.不妨假定数据集中一共包含 K 个话题

和 T 篇文档，文档中的词来自一个包含 N 个词的词典.我们用 T 个N 维

向量 w = {ω1，叫，...， WT} 表示数据集(即文档集合)， K 个 N 维向量民

(k = 1 ， 2，… ， K) 表示话题，其中 ωtξ ~N 的第 n 个分量叫，n 表示文档 t 中词

η 的词频， βkε ~N 的第 n 个分量 ßk.n 表示话题 k 中词 n 的词频.

在现实任务中可通过统计文档中出现的词来获得词频向量叫 (i = 

1, 2,... ，町，但通常并不知道这组艾档谈论了哪些话题，也不知道每儒艾档与哪

些话题有关. LDA 从生成式模型的角度来看待文档和话题.具体来说， LDA 认

为每篇文档包含多个话题，不妨用向量。tξ ~K 表示文档 t 中所包含的每个话

题的比例，剧，k 即表辰文档 t 中包含话题 k 的比例，进而通过下面的步骤由话

题"生成"文档 t:

(1) 根据参数为 α 的狄利克雷分布随机采样一个话题分布朗;

(2) 按如下步骤生成文档中的 N 个词:
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桨声灯影里的秦淮河
作者束自清

话题指派

图 14.11 LDA 的文档生成过程示意图

(a) 根据。t 进行话题指派， 得到文档 t 中词 η 的话题 Zt，n;

(b) 根据指派的话题所对应的词频分布此随机采样生成词

话题份布

图 14.11 演示出根据以上步骤生成文档的过程.显然，这样生成的文档自

然地以不同比例包含多个话题(步骤 1)，文档中的每个词来自一个话题(步骤

2b)，而这个话题是依据话题比例产生的(步骤 2a).

图 14.12 描述了 LDA 的变量关系，其中文档中的词频 ωt.n 是唯一的己观

测变量，它依赖于对这个词进行的话题指派 Zt.n ， 以及话题所对应的词频战;问

时，话题指派 Zt，n 依赖于话题分布鸟， 8t 依赖于狄利克雷分布的参数 民 而话

题词频则依赖于参数 η.

图 14.12 LDA 的盒式记法图

于是， LDA 模型对应的概率分布为
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p(W， 也 β ， 8 闷， η)=

T K I N \ 

IIp(8t Iα) IIp(βkl η) I II P(叫，n I Zt,n , ßk)P(Z阳 I 8 t ) ), (14.41) 

其中 p(剧 !α) 和 p(β:k Iη) 通常分别设置为以 α 和 η 为参数的 K维和 N 维狄

利克雷分布，例如
@ HK α

一
α

LR 
贝
-
H

α
 

。pa (14.42) 

参几附录C.1.5 其中 r(-) 是 Gamma 函数.显然， α 和 η 是模型式(14.41) 中待确定的参数.

训练文档集对应的词频 给定训练数据 W= {Wl川2，…， ω汁， LDA 的模型参数可通过极大似然

法估计，即寻找 α 和 η 以最大化对数似然

T 

LL( 0.，.，.，)口汇 lnp(Wt Iα ， η) (14.43) 

但由于 p(Wt 1α叶)不易计算，式(14.43)难以直接求解?因此实践中常采用变分

法来求取近似解.

若模型已知，即参数 α 和 η 己确定，则根据词频 ωt.n 来推断文档集所对应

的话题结构(即推断。t，胁和 Zt ，n)可通过求解

p(W， Z ， β ， 81α， η) 
帅， β， 8IW， α ， η)=

(W 闷， η)
(14.44) 

然而由于分母上的 p(WI α， η) 难以获取，式(14.44)难以直接求解，因此在实践

中常采用吉布斯采样或变分法进行近似推断

14.7 阅读材料

概率图模型方面已经有专门的书籍如 [Koller and Friedman, 2009]. 

[Pearl, 1982] 倡导了贝叶斯网的研究， [Pearl, 1988] 对这方面的早期研究工

作进行了总结.马尔可夫随机场由 [Geman and Geman, 1984] 提出.现实应用

中使用的模型经常是贝叶斯网与马尔可夫随机场的结合.隐马尔可夫模型及

其在语音识别中的应用可参阅 [Rabiner ， 1989]. 条件随机场由 [Lafferty et 乱，

2001] 提出，更多的内容可参阅 [Sutton and McCallum, 2012]. 
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信念传播算法最早由 [Pearl ， 1986] 作为精确推断技术提出，后来衍生出

多种近似推断算法.对一般的带环图，信念传播算法需在初始化、消息传递

等环节进行调整，由此形成了迭代信念传播算法(Loopy Belief Propagation) 

[Murphyet 址， 1999]，但其理论性质尚不清楚，这方面的进展可参阅 [Mooij

and Kappen, 2007; Wei邸， 2000]. 有些带环圈可先用"因子图" (factor graph) 

[Kschischang et al., 2001] 描述，再转化为因子树(factor tree) 进行信念传播.对

任意图结构的信念传播己有一些研究 [Lauritzen and Spiegelhalter, 1988]. 近来

随着并行计算技术的发展?信念传播的并行加速实现受到关注，例如 [Gonzalez

et al., 2009] 提出 π 近似推断的概念并设计出多核并行信念传播算法，其时间

开销随内核数的增加而线性降低.

概率图模型的建模和推断，尤其是变分推断在 20 世纪 90 年代中期逐步发

展成熟， [Jordan, 1998] 对这个阶段的主要成果进行了总结.关于变分推断的更

多内容可参阅 [Wainwright and Jordan, 2008]. 

图模型带来的一大好处是使得人们能直观、快速地针对具体任务定义模

型. LDA [Blei et al., 2003] 是这方面的重要代表，由它产生了很多变体?关于这

方面的内容可参阅[Blei ， 2012]. 概率图模型的一个发展方向是使得模型的结构

啡参数化"指参数的 能对数据有一定的自适应能力，即"非参数化" (non-parametric )方法?例如层
数目无须事先指定，是贝

叶斯学习方法的重要发展 次化狄利克雷过程模型 [Teh et al., 2006]、无限隐特征模型 [Ghahramani and 

贝叶斯学习参见 p.164. Gri面th日， 2006] 等.

LSA是 SVD 在文本数据

上的变体町

参见 p.266

话题模型包含了多种模型，其中有些并不采用贝叶斯学习方法?例如 PLSA

(概率隐语义分析) [Hofmann, 2001]，它是 LSA (隐语义分析)的概率扩展.

蒙特卡罗方法是二十世纪四十年代产生的一类基于概率统计理论、使用

随机数来解决问题的数值计算方法， MCMC 是马尔可夫链与蒙特卡罗方法的

结合，最早由 [Pearl ， 1987] 引入贝叶斯网推断.关于 MCMC在概率推断中的应

用可参阅 [Neal ， 1993]，更多关于 MCMC 的内容可参阅 [Andrieu et al., 2003; 

Gilks et 址， 1996] 
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习题

14.1 试用盘式记法表示条件随机场和朴素贝叶斯分类器.

14.2 试证明图模型中的局部马尔可夫性:给定某变量的邻接变量，则该变

量条件独立于其他变量.

14.3 试证明图模型中的成对马尔可夫性:给定其他所有变量，则两个非邻

接变量条件独立.

14.4 试述在马尔可夫随机场中为何仅需对极大团定义势函数.

14.5 比较条件随机场和对率回归，试析其异同.

14.6 试证明变量泊去法的计算复杂度随图模型中极大国规模的增长而呈

指数增长，但随结点数的增长未必呈指数增长.

14.7 吉布斯来样可看作 MH 算法的特例?但吉布斯采样中未使用"拒绝采

样"策略，试述这样做的好处.

14.8 平均场是 种近似推断;枉法.考虑式(14.32)，试析平均场方法求解的

近似问题与原问题的差异?以及实践中如何选择变量服从的先验分布.

14.9* 从网上下载或自己编程实现 LDA，试分析金庸作品《天龙八部》中

每十四的话题演变情况.

14.10* 试设计一个无须事先指定话题数目的 LDA 改进算法.
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休息一会儿

参阅1.5 节

艾伦·纽厄尔奖是奖

励那些拓宽了计算机科学，
或架设了计算机科学与其

他学科桥梁的丰越科学
家，该奖以图灵奖得主、
人工智能先驱 Allen Newell 
(1927-1992) 命名.机器

学习界的另一位著名学者
Michael Jordan 在 2009 年
获该奖

休息一会儿

小故事:概率图模型奠基人朱迪亚·动尔

说起概率图模型，就必然要谈到犹太裔美国计算机科学

家朱迪亚·地尔 (Judea Pearl, 1936- ) . 地尔出生于特拉

维夫， 1960 年他在以色列理工学院电子工程本科毕业后来

到美国，在 Rutgers 大学和布鲁克林理工学院分别获得物理

学硕士和电子工程博士学位. 1965 年博士毕业后进入 RCA
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研究实验室从事超导存储方面的工作， 1970 年到加州大学洛杉矶分校任教

至今.

早期的主流人工智能研究专注于以逻辑为基础来进行形式化和推理，但这

样很难定量地对不确定性事件进行表达和处理.瑞尔在二十世纪七十年代将概

率方法引入人工智能，开创了贝叶斯网的研究，提出了信念传播算沽，催生了概

率图模型这一大类技术，他还以贝叶斯网为工具开创了因果推理方面的研究.

由于对人工智能中概率与因果推理的重大贡献，他获得 2011 年图灵奖，此前他

已获 ACM 与 AAAI 联合颁发的 2003 年艾伦 ·纽厄尔奖. ACM 评价王自尔在人

工智能领域的贡献已扩展到诸多学科领域 "使统计学、 心理学、医学以及社

会科学中因果性的理解产生了革命性的变化" . 2011 年柏 :尔还获得科学哲学领

域最高奖拉卡托斯奖.

王自尔之子丹尼尔是 《华尔街日报》驻南亚记者 "9. 11" 事件后他在巴

基斯坦追踪报道激进武装组织时被绑架审讯并残忍地斩首， 此事震惊世界.王自

尔此后筹办了丹尼尔·王自尔基金会，并参与了很多致力于促进世界民族和平共

处的活动.
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15.1 基本概念

机器学习中的"规则" (rule)通常是指语义明确、能描述数据分布所

隐含的客观规律或领域概念、可写成"若……，则……"形式的逻辑规则

[Fürnkranz et al., 2012 J . "规则学习" (rule learning)是从训练数据中学习出

一组能用于对未见示例进行判别的规则.

形式化地看、一条规则形如.

@• f1 ̂  f2 ^…〈丘， (15.1) 

其中逻辑蕴含符号"←"右边部分称为"规则件" (body)，表示该条规则的前

提，左边部分称为"规则头" (head)，表示该条规则的结果.规则体是由逻辑

艾字(literal) fk 组成的合取式(conjunction)，其中合取符号"^"用来表示"井

且"每个文字 fk 都是对示例属性进行检验的布尔表达式，例如"(色泽工乌

黑)"或"-，(根蒂=硬挺)" . L 是规则体中逻辑文字的个数，称为规则的长度.

规则头的"E9"同样是逻辑文字?一般用来表示规则所判定的目标类别或概念，

例如"好瓜"这样的逻辑规则也被称为 "iιthen 规则"

与神经网络、支持向量机这样的"黑箱模型"相比，规则学习具有更好的

时解释性，能使用户更直观地对判别过程有所了解.另一方面?数理逻辑具有

极强的表达能力，绝大多数人类知识都能通过数理逻辑进行简洁的刻画和表达.

例如"父亲的父亲是爷爷"这样的知识不易用函数式描述，而用一阶逻辑则可

方便地写为"爷爷(X， Y) ←父亲(X， Z) ^父亲侣， Y)" ，因此，规则学习能更

自然地在学习过程中引入领域知识.此外，逻辑规则的抽象描述能力在处理一

些高度复杂的 AI 任务时具有显著的优势，例如在问答系统中有时可能遇到非

常多、甚至无穷种可能的答案，此时若能基于逻辑规则进行抽象表述或者推理，

则将带来极大的便利.

假定我们从西瓜数据集学得规则集合冗:

规则1: 好瓜←(根蒂=蜷缩)^ (脐部=凹陷) ; 
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西JIi-数据集 2.0 见 p.76

表 4. 1.

集成学习参见第 8幸

亦称"缺省规则"可
认为是一种特殊的元规则
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规则2: .....，好瓜←(纹理二模糊) . 

规则 1 的长度为 2，它通过判断两个逻辑文字的赋值(val uation)束对示例进行

判别符合该规则的样本(例如西瓜数据集 2.0 中的样本 1)称为被该规则"覆

盖" (cover). 需注意的是，被规则 1 覆盖的样本是好瓜，但没被规则 1 覆盖的未

必不是好瓜;只有被规则 2 这样以"「好瓜"为头的规则覆盖的才不是好瓜.

显然，规则集合中的每条规则都可看作一个子模型，规则集合是这些子模

型的一个集成.当同一个示例被判别结果不同的多条规则覆盖时，称发生了

"忡突" (confl.ict)，解决冲突的办法称为"冲突消解" (confl.ict resolution). 常

用的冲突消解策略有投票法、排序法、元规则法等.投票法是将判别相同的规

则数最多的结果作为最终结果.排序法是在规则集合上定义一个顺序，在发生

冲突时使用排序最前的规则;相应的规则学习过程称为"带序规则" (ordered 

rule)学习或"优先级规则" (priority rule) 学习.元规则法是根据领域知识事先

设定一些"元规则" (meta-rule)，即关于规则的规则'例如"发生忡突时f使吏用

长度最小的规则

此夕外卡'从训练集学得的规则集合也许不能覆盖所有可能的未见示例，例如

前述规则集合冗无法对"根蒂=蜷缩"、 "脐部:稍凹"且"纹理=清晰"的

示例进行判别;这种情况在属性数目很多时常出现.因此，规则学习算法通常会

设置一条"默认规则" (default rule) ，由'自来处理规则集合未覆盖的样本;例如

为冗增加一条默认规则"未被规则 1 ， 2 覆盖的都不是好瓜"

从形式语言表达能力而言?规则可分为两类"命题规则" (propositional 

rule)和" -~阶规则" (first-order rule). 前者是由"原子命题" (propositional 

atom)和逻辑连接词"与" (川、 "或" (v) 、 叫~" (.....，)和"蕴含" (←)构成的

简单陈述句;例如规则集冗就是一个命题规则集?"根蒂=蜷缩" "脐部=凹

陷"都是原子命题.后者的基本成分是能描述事物的属性或关系的"原子公

式" (atomic formula)，例如表达父子关系的谓词(predicate) "父亲(X， Y)" 就

是原子公式，再如表示加一操作 "σ(X) 二 X + 1" 的函数 "σ(X) " 也是!桌子

公式.如果进一步用谓词"自然数(X)" 表示 X 是自然数， "\jX" 表示"对于

任意 X 成立"， "3Y" 表示"存在 Y 使之成立"，那么"所有自然数加 1 都

是自然数"就可写作 "\jX3Y( 臼然数(Y) ←自然数(X) ^ (Y 工 σ(X)))" ， 或

更简洁的 "\jX ( 自然数(σ(X)) ←自然数(X))" . 这样的规则就是→阶规则，其

中 X 和 Y称为逻辑变量 "\j" "3" 分别表示"任意"和"存在"，用于限定

变量的取值范围?称为"量词" (quantifier). 显然，一阶规则能表达复杂的关
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系?因此也被称为"关系型规则" (relational rule). 以西瓜数据为例，若我们简

单地把属性当作谓词来定义示例与属性值之间的关系，则命题规则集冗吁改写

为一阶规则集可:

规则 1: 好瓜(X) ←根蒂(X， 蜷缩)八脐部(X， 凹陷) ; 

规则 2: --，好瓜(X) ←纹理(X、模糊) . 

显然?从形式语言系统的角度来看，命题规则是一阶规则的特例，因此一阶规则

的学习比命题规则要复杂得多.

15.2 序贯覆盖

规则学习的目标是产生一个能覆盖尽可能多的样例的规则集.最直接

的做法是"序贯覆盖" (sequential covering)，即遥条归纣:在训练集上每学

到一条规则，就将该规则覆盖的训练样例去除，然后以剩下的训练样例组

成训练集重复仁述过程.由于每次只处理一部分数据，因此也被称为"分

治" (separate-and-conquer)策略.

我们以命题规则学习为例来考察序贯覆盖法.命题规则的规则体是对样

例属性值进有评估的布尔函数，如"色泽z青绿" "含糖率 ζ0.2" 等?规则

头是样例类别.序贯覆盖法的关键是如何从训练集学出单条规则.显然，对规

则学习目标 EÐ，产生一条规则就是寻找最优的一组逻辑文字来构成规则体，

这是一个搜索问题.形式化地说，给定1丘例集合与反例集合，学习任务是基于

候选文字集合 F = {fk } 来生成最优规则 r. 在命题规则学习中，候选文字是

形如 "R(属性i，属性值ω)" 的布尔表达式，其中属性z 表示样例第 i 个属性，

属性值"，J 表示属性z 的第 1 个候选值， R(x ， y) 则是判断 x， y 是否满足关系 R

的二元布尔函数.

最简单的做法是从空规则 "EÐ ←"开始3 将正例类别作为规则头?再逐个

遍历训练集中的每个属性及取值，尝试将其作为逻辑文字增加到规则体中，若

能使当前规则体仅覆盖正例，则由此产生一条规则，然后去除己被覆盖的正例

并基于剩余样本尝试生成下一条规则.

p.80 表 4.2 上半部分， 以西瓜数据集 2.0 训练集为例，首先根据第 1 个样例生成文字"好瓜"和

"色泽=青绿"加入规则，得到

好瓜←(色洋工青绿).
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这条规则覆盖样例 1 ， 6, 10 和 17，其中有两个正例和两个反例，不符合"当前

规则仅覆盖E例"的条件.于是'我们尝试将该命题替换为基于属性"色泽"
. 

形成的其他原子命题?例如"色泽=乌黑"然而在这个数据集上、这样的操作

为简使起几'本章后续 不能产生符合条件的规贝则U. 于是我们罔至到u "色泽=青绿
部分不考虑虑、否定形式的逻
辑文字， l\!p 仅以 f 为候选 他属性的原子命题，例如"根蒂=蜷缩，.
文字，不考虑 ~f

例如不含任何属性的空

规则，它覆盖所有样例，就
是一条比较一般的规则

例如直接以采样例的属

性取值形成规则，该规则
仅覆盖此样例，就是一条
比较特殊的规则，

好瓜←(色泽=青绿) ^ (根蒂二蜷缩) . 

该规则仍覆盖了反例 17. 于是我们将第二个命题替换为基于该属性形成的其他

原子命题，例如"根蒂=稍蜷"

好瓜←(色泽=青绿) ^ (根蒂=稍蜷).

这条规则不覆盖任何反例，虽然它仅覆盖一个正例，但己满足"当前规则仅覆

盖正例"的条件.因此我们保留这条规则井去除它覆盖的样例 6，然后将剩下的

9 个样例用作训练集.如此继续，我们将得到:

规则 1: 好瓜←(色泽=青绿) ^ (根蒂=稍蜷);
规则 2: 好瓜←(色泽z青绿)八(敲声=浊响);

规则 3: 好瓜←(色泽=乌黑)八(根蒂=蜷缩);

规则 4: 好瓜←(色泽=乌黑)八(纹理=稍糊).

这个规则集覆盖了所有正例，未覆盖任何反例，这就是序贯覆盖法学得的结果.

上面这种基于穷尽搜索的做法在属性和候选值较多时会由于组合爆

炸而不可行.现实任务中一般有两种策略来产生规则:第一种是"自顶

向 r" (top-dow丑)，即从比较一般的规则开始，逐渐添加新文字以缩小规

则覆盖范围，直到满足预定条件为止;亦称为"生成-测试" (generate-then~ 

test)法?是规则逐渐"特化" (specialization)的过程.第二种策略是"白底向

上" (bottom-up)，即从比较特妹的规则开始，逐渐删除文字以扩大规则覆盖范

围，直到满足条件为止;亦称为"数据驱动" (data-driven)法，是规则逐渐"泛

化" (generalization)的过程.第一种策略是覆盖范围从大往小搜索规则，第二

种策略则相反;前者通常更容易产生泛化性能较好的规则，丽后者则更适合于

训练样本较少的情形，此外，前者对噪声的鲁棒性比后者要强得多.因此，在命

题规则学习中通常使用第种策略，而第二种策略在一阶规则学习这类假设空
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间非常复杂的任务上使用较多.

下面以西瓜数据集 2.0 训练集为例来展示自顶向下的规则生成方法.首先

从空规则"好瓜←"开始7 逐一将"属性=取值"作为原子命题加入空规则进

行考察.假定基于训练集准确率来评估规则的优劣， n/m 表示加入某命题后新

规则在训练集上的准确率，其中 m 为覆盖的样例总数， n 为覆盖的正例数.如

圄 15.1 所示，经过第一轮评估?"色泽=乌黑"和"脐部=凹陷"都达到了最高

准确率 3/4

|第一轮候选集| |第二轮候选集|
色泽=青绿 (2/4) 根蒂二蜷缩 (2/2)

色泽=鸟黑 (3/4) ^ 
敲声=沉闷 (1/1)

好瓜←才根蒂=蜷缩 (3/5) 纹王里=稍糊 (1/1)

敲声=浊响 (4/6) 脐部=凹陷 (2/2)

纹理=清晰 (4/6) |触感=硬滑 (2/2)

脐部=凹陷 (3/4) 两轮之后产生羊条规则:

触感二硬滑 (3/6) 好瓜←(色泽=乌黑)八(根蒂二蜷缩)

圄 15.1 在西瓜数据集 2.0 训练集上"自顶向下"生成单条规则

将属性次序最靠前的逻辑文字"色泽=乌黑"加入空规则，得到

好瓜←(色泽=乌黑).

然后7 对上面这条规则覆盖的样例，通过第二轮评估可发现，将图 15.1 中的五

个逻辑文字加入规则后都能达到 100% 准确率，我们将覆盖样例最多、且属性

次序最靠前的逻辑文字"根蒂=蜷缩"加入规则?于是得到结果

好瓜←(色泽=乌黑)八(根蒂=蜷缩) . 

规则生成过程中涉及一个评估规则优劣的标准，在上面的例子中使用的标

准是:先考虑、规则准确率，准确率相同时考虑覆盖样例数，再相同时考虑属性次

序.现实应用中可根据具体任务情况设计适当的标准.
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此外，在上面的例子中每次仅考虑一个"最优"文字，这通常过于贪心?易

陷入局部最优.为缓解这个间题?可采用一些相对温和的做法，例如采用"集束

搜索" (beam search)，即每轮保留最优的 b 个逻辑文字，在下一轮均用于构建

候选集，再把候选集中最优的 b 个留待再下一轮使用.图 15.1 中若采用 b=2

的集束搜索，则第一轮将保留准确率为 3/4 的两个逻辑文字，在第二轮评估后

就能获得下面这条规则，其准确率仍为 100%，但是覆盖了 3 个正例:

好瓜←(脐部=凹陷)八(根蒂=蜷缩) . 

由于序贯覆盖法简单有效?几乎所有规则学习算法都以它为基本框架.它

能方便地推广到多分类问题上?只需将每类分别处理即可:当学习关于第 c 类

的规则时，将所有属于类别 c 的样本作为正例，其他类别的样本作为反例.

15.3 剪枝优化

规则生成本质上是一个贪心搜索过程，需有一定的机制来缓解过拟合的风

险，最常见的做法是剪枝(pruning). 与决策树相似?剪枝可发生在规则生长过

程中，即"预剪枝'\也可发生在规则产生后，即"后剪枝"通常是基于某种

性能度量指标来评估增/删逻辑文字前后的规则性能，或增/删规则前后的规则

集性能，从而判断是否要进行剪枝.

剪枝还可借助统计显著性检验来进行.例如 CN2 算法 [Clark and Niblett, 

1989J 在预剪枝时，假设用规则集j草行预测必须显著优于直接基于训练样例集

后验概率分布进行预测.为便于计算， CN2 使用了似然率统计量(Likelihood

Ratio Stl1tistics，简称 LRS). 令 m+ ， m一分别表示训练样例集中的正、反例数

目，仇十，仇一分别表示规则(集)覆盖的正、反例数日，则有

LRS = 2. (r'h-l- log0 i和l+仇 lOl!.， i击l， . (川
飞+气再可T 叮ZEY? 飞。 j

这实际上是一种信息量指标，衡量了规则(集)覆盖样例的分布与训练、集经验分

布的差别: LRS 越大7 说明采用规则(集)进行预测与直接使用训练、集正、反例

比率进行猜测的差别越大; LRS 越小，说明规则(集)的效果越可能仅是偶然现

象.在数据量比较大的现实任务中，通常设置为在 LRS 很大(例如 0.99)时 CN2

算法才停止规则(集)生长.
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后剪枝最常用的策略是"减错剪枝" (Reduced Error Pruni吗?简称阳的

规则学习中常称为"!1， [Brunk and Pazzani, 1991]，其基本做法是:将样例集划分为训练、集和验证集，
长集" (growi ng set) 和
喷枝集" (pruni鸣回) 从训练集上学得规则集冗后进行多轮剪枝7 在每一轮穷举所有可能的剪枝操

RIPPER 全称 Repeat­
ed Incremental Pruning t。

Produce Error Reduction , 
WEKA 中的实现称为

JRIP 

图 15.2 中重复次数取位
k 时亦称 RIPPERk，例如

RIPPER5 意味着 k=5

恭于 IREp. 生成规则集

后处理

去除已被覆盖的样例.

作，包括删除规则中某个文字、删除规则结尾文字、删除规则尾部多个文字、

删除整条规则等，然后用验证集对剪枝产生的所有候选规则集进行评估，保留

最好的那个规则集进行下一轮剪枝，如此继续?直到无法通过剪枝提高验证集

上的性能为止.

REP 剪枝通常很有效 [B且r‘un此1站虫k and Pa缸zzan吨卢

m 为训练样例数目目.IR阻EP (Incremental R阻EP)刊) [Fü趾盯rrn山巾1垃虫kra皿 and Wid缸缸m阳叽， 199佣剿叫9归叫4] l 
将复杂度降到 O叫(mlog2 m) ， 其做法是:在生成每条规则前，先将当前样例集

划分为训训训iI练集和验证集?在训练集上生成一条规则 r，立即在验证集上对其进

行REP剪枝，得到规则 r'; 将 r' 覆盖的样例去除?在更新后的样例集上重复上

述过程.显然， REP 是针对规则集进行剪枝，而 IREP 仅对单条规则进行剪枝?

因此后者比前者更高效.

若将剪枝机制与其他一些后处理手段结合起来对规则集进行优化，则往往

能获得更好的效果.以著名的规则学习算法 RIPPER [Cohen, 1995] 为例，其泛

化性能超过很多决策树算法?而且学习速度也比大多数决策树算法更快，奥妙

就在于将剪枝与后处理优化相结合.

RIPPER 算法描述如圄 15.2 所示.它先使用 IREP* 剪枝机制生成规则

集冗. lREP* [Cohen, 1995] 是 IR凹的改进，主要是以仇1:17f) 取代了
IREP 使用的准确率作为规则性能度量指标，在剪枝时删除规则尾部的多个文

字，并在最终得到规则集之后再进行一次 IREP 剪枝.阳PPER 中的后处理机

输入:训练样例集 D;
重复次数 k.

过程:
1: 冗 = IREP*(D); 
2: i = 0; 
3: repeat 
4: 冗'= PostOpt(冗);
5: Di = NotCovered(冗飞 D);
6: 冗i = lREP*(Di ); 

7: 冗工究'U 'Ri ;

8: i = i 十 1;

9: until i 二 k

输出:规则集冗

圄 15.2 RIPPER 其法
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制是为了在剪枝的基础上进一步提升性能.对冗中的每条规则 ri ， RIPPER 为

它产生两个变体:

• r~ 基于 ri 覆盖的样例，用 lREP* 重新生成一条规则叫，该规则称为替

换规则(replacement rule)j 

• r7 对均增加文字进行特化，然后再用 IREP* 剪枝生成)条规则可，该

规则称为修订规则(revised rule). 

接下来，把 r; 和 rf 分别与究中除 ri 之外的规则放在一起，组成规则集 R' 和

YF，将它们与冗一起进行比较，选择最优的规则集保留下来.这就是图 15.2 中

算法第 4 行所做的操作.

为什么 RIPPER 的优化策略会有效呢?原因很简单:最初生成 7毛的时候，

规则是按序生成的，每条规则都没有对其后产生的规则加以考虑，这样的贪心

算法本质常导致算法陷入局部最优j RIPPER 的后处理优化过程将冗中的所

有规则放在一起重新加以优化，恰是通过全局的考虑来缓解贪心算法的局部性，

从而往往能得到更好的效果 [Für出ranz et al., 2012]. 

15.4 一阶规则学习

受限于命题逻辑表达能力命题规则学习难以处理对象之间的"关

系" (relation)，而关系信息在很多任务中非常重要.例如，我们在现实世界挑

选西瓜时?通常很难把水果摊上所有西瓜的特征用属性值描站出来，因为我们

很难判断:色泽看起来多深才叫"色泽青绿" ?敲起来声音多低才叫"敲声沉

闷" ?比较现实的做法是将西瓜进行相互比较，例如，"瓜 1 的颜色比瓜 2 更

深，并且瓜 1 的根蒂比瓜 2 更蜷"，因此"瓜 1 比瓜 2 更好"然而，这己超越

了命题逻辑的表达能力，需用一阶逻辑表示?并且要使用一阶规则学习.

对西瓜数据，我们不妨定义.

·色泽深度:乌黑>青绿>浅白;

.根蒂蜷度:蜷缩>稍蜷>硬挺;

.敲声沉度:沉闷>浊晌>清脆;

·纹理清晰度:清晰>稍糊>模糊;

.脐部凹陷度:凹陷>稍凹>平坦;

.触感硬度:硬滑>软粘.
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括号内数字对应于 p.80
表 4.2 中的样例编号

分隔线上半部分为背景

知识，下半部分为样l1L
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表 15.1 西瓜数据集 5.0

色泽更深(2 ， 1) 色泽更深(2 ， 6) 色泽更深(2 ， 10) 色泽更深(2 ， 14) 
色泽更深(2 ， 16) 色泽更深(2 ， 17) 色泽更深(3 ， 1) 色泽更深(3 ， 6) 

色泽更深(15 ， 16) 色泽更深(15 ， 17) 色泽更深(17， 14) 色泽更深(17， 16) 
根蒂更蜷(1 ， 6) 根蒂更蜷(1 ， 7) 根蒂更蜷(1 ， 10) 根蒂更蜷(1 ， 14) 

根蒂更蜷(17， 7) 根蒂更蜷(17， 10) 根蒂更蜷(17 ， 14) 根蒂更蜡(17， 15) 
敲声更沉(2 ， 1) 敲声更沉(2， 3) 敲声更沉(2 ， 6) 敲声更沉(2 ， 7) 

敲声更沉(17， 7) 敲声更沉(17 ， 10) 敲声更沉(17， 15) 敲声更沉(17， 16) 
纹理更清(1 ， 7) 纹理更清(1 ， 14) 纹理更清(1 ， 16) 纹理更清(1 ， 17) 

纹理更清(15 ， 14) 纹理更清(15 ， 16) 纹理更清(15 ， 17) 纹理更清(17， 16) 
脐部更凹(1 ， 6) 脐部更凹 (1 ， 7) 脐部更凹(1 ， 10) 脐部更凹(1 ， 15) 

脐部更凹(15 ， 10) 脐部更凹(15， 16) 脐部更凹(17， 10) 脐部更凹(17， 16) 
触感更硬(1 ， 6) 触感更硬(1 ， 7) 触感更硬(1 ， 10) 触感更硬(1 ， 15) 

触感更硬(17， 6) 触感更硬(17， 7) 触感更硬(17， 10) 触感更硬(17， 15) 

更好(1 ， 10) 更好(1 ， 14) 更好(1 ， 15) 更好(1 ， 16) 

更好(7， 14) 更好(7， 15) 更好(7， 16) 更好(7， 17) 
「更好(10 ， 1) 「更好(10 ， 2) 「更好(10， 3) 「更好(10 ， 6) 

「更好(17， 2) 「更好(17， 3) 「更好(17， 6) 「更好(17， 7) 

于是，西瓜数据集 2.0 训练集就转化为表 15.1 的西瓜数据集 5.0. 这样的

数据直接描述了样例间的关系，称为"关系数据" (relational data)，其中由

原样本属性转化而来的"色泽更深" "根蒂更蜷"等原子公式称为"背景知

识" (background knowledge)，而由样本类别转化而来的关于"更好""「更

好"的原子公式称为关系数据样例(examples). 从西瓜数据集 5.0 可学出这样
这样的规则亦称为一阶 的一阶规则:

逻辑子句 (clause)

(YX， W)使好饵， Y) ←根蒂更蜷(X， Y) ^脐部更凹饵， Y)) . 

显然，一阶规则仍是式(15.1)的形式，但其规则头、规则体都是一阶逻辑表

达式，"更好('， .) 

的谓词'个体对象"瓜 1γ，，\、 "瓜 2γ" 被逻辑变量 "X"飞、 "Y" 替换.全称量

词""1γ" 表示该规则对所有个体对象都成立;通常'在一阶规则中所有出现的变

量都被全称量词限定，因此下面我们在不影响理解的情况下将省略量词部分.
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一阶规则有强大的表达能力?例如它能简洁地表达递归概念?如

更好(X， Y) ←更好(X， Z)^ 更好(Z， Y) . 

一阶规则学习能容易地引入领域知识，这是它相对于命题规则学习的另一

大优势.在命题规则学习乃至一般的统计学习中，若欲引入领域知识，通常有两

种做法:在现有属性的基础上基于领域知识构造出新属性，或基于领域知识设

计某种函数机制(例如正则化)束对假设空间加以约束.然而，现实任务中并非

所有的领域知识都能容易地通过属性重构和函数约束来表达.例如，假定获得

了包含某未知元素的化合物 X， 欲通过试验来发现它与已知化合物 Y 的反应

方程式.我们可多次重复试验，测出每次结果中化合物的组分含量.虽然我们

对反应中的未知元素性质一无所知，但知道一些普遍成立的化学原理?例如金

属原子一般产生离子键、氢原子之间一般都是共价键等，并且也了解己知兀素

间可能发生的反应.有了这些领域知识，重复几次试验后就不难学出 X 和 Y 的

反应方程式?还可能推测出 X 的性质、甚至发现新的分子和元素.类似这样的

领域知识充斥在日常生活与各类任务中但在基于命题表示的学习中加以利用

却非常困难.

FOIL (Fírst-Order Inductive Learner) [Quinlan, 1990] 是著名的一阶规则

学习算法，它遵循序贯覆盖框架旦采用自顶向下的规则归纳策略，与 15.2 节中

的命题规则学习过程很相似.但由于逻辑变量的存在， FOIL 在规则生成时需考

虑不同的变量组合.例如在西瓜数据集 5.0 上，对"更好(X， Y)" 这个概念，最

初的空规则是

更好(X， Y) ←.

接下来要考虑数据中所有其他谓词以及各种变量搭配作为候选文字.新加

入的文字应包含至少一个已出现的变量，否则没有任何实质意义.在这个例子

中考虑下列候选文字:

色泽更深(X， Y) ， 色泽更深(卫 X) ， 色泽更深(X， Z) ， 色泽更深(Z， X) ，

色泽更深(Y， Z) ， 色泽更深(Z， Y) , 色泽更深(X， X) ， 色泽更深(Y， Y) ，

根蒂更蜷(X， Y) ，

敲声更沉(X， Y) ，
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决策树的信息增益参见
4.2.1 节.

这实质上与类别不平衡

性有关，参见 3.6 节
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FOIL 使用 "FOIL 增益" (FOIL gain)来选择文字:

F_Gain =仇十 x (1吧272午一 log2 一乓~)
\ -_ m+ +m_ _ m十 +m一/ (15.3) 

其中 7 仇+，仇分别为增加候选文字后新规则所覆盖的正、反例数;m+ ， m一为

原规则覆盖的正、反例数.FOIL 增益与决策树使用的信息增益不同，它仅考虑

正例的信息量，并且用新规则覆盖的正例数作为权重.这是由于关系数据中正

例数往往远少于反例数?因此通常对正例应赋予更多的关注.

在西瓜数据集 5.0 的例子中，只需给初始的空规则体加入

"色泽更深(X， Y)" 或"脐部更凹(X， Y)" ， 新规则就能覆盖 16 个正例和 2

个反例，所对应的 FOIL 增益为候选最大值 16 X (log2 ~ - 1og2 ~) 13.28. 假

定前者被选中，则得到

更好(X， Y) ←色泽更深(X， Y).

该规则仍覆盖 2 个反例. "更好(15 ， 1)" 与"更好(15 ， 6)" . .于是， FOIL 像命

题规则学习那样继续增加规则体长度，最终生成合适的单条规则加入规则集.

此后， FOIL 使用后剪枝对规则集进行优化.

若允许将目标谓词作为候选文字加入规则体，则 FOIL 能学出递归规则;

若允许将否定形式的文字--， f 作为候选，则往往能得到更简洁的规则集.

FOIL 可大致看作命题规则学习与归纳逻辑程序设计之间的过渡，其自顶

向下的规则生成过程不能支持函数和逻辑表达式嵌套?因此规则表达能力仍有

不足;但它是把命题规则学习过程通过变量替换等操作直接转化为一阶规则学

习?因此比→般归纳逻辑程序设计技术更高效.

15.5 归纳逻辑程序设计

归纳逻辑程序设计 (Inductive Logic Programmi吗?简称 ILP) 在→阶规则

学习中引入了函数和逻辑表达式嵌套.一方面，这使得机器学习系统具备了更

为强大的表达能力;另一方面， ILP 可看作用机器学习技术来解决基于背景知

识的逻辑程序(logic program) 归纳，其学得的"规则"可被 PROLOG 等逻辑

程序设计语言直接使用.

然而，函数和逻辑表达式嵌套的引入也带来了计算上的巨大挑战.例

如，给定一元谓词 P 和一元函数 .J， 它们能组成的文字有 P(X) ， P(f(X)) , 
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P(f(f (X))) 等无穷多个，这就使得规则学习过程中可能的候选原子公式有无

穷多个.若仍采用命题逻辑规则或 FOIL 学习那样自顶向下的规则生成过程，

则在增加规则长度时将因无法列举所有候选文字而失败.实际困难还不止这

些，例如计算 FOIL 增益需对规则覆盖的全部正反例计数，而在引入函数和逻

辑表达式嵌套之后这也变得不可行.

15.5.1 最小一般泛化

归纳逻辑程序设计采用自底向上的规则生成策略，直接将一个或多个正例

所对应的具体事实(grounded fact)作为初始规则，再对规则逐步进行泛化以增

加其对样例的覆盖率.泛化操作可以是将规则中的常量替换为逻辑变量，也可

以是删除规则体中的某个文字.

以西瓜数据集 5.0 为例，为简便起见，暂且假定"更好(X， Y)" 仅决定于

(X， Y) 取值相同的关系，正例"更好(1 ， 10) "和"更好(1 ， 15)" 所对应的初始
这里的数字是瓜的编号 规则分别为

更好(1 ， 10) ←根蒂更蜷(1 ， 10) ^声音更沉(1 ， 10) 八脐部更凹(1 ， 10)

〈触感更硬(1 ， 10);

更好(1 ， 15) ←根蒂更蜷(1 ， 15) ^脐部更凹 (1 ， 15) 八触感更硬(1 ， 15).

显然，这两条规则只对应了特殊的关系数据样例，难以具有泛化能力.因

此，我们希望把这样的"特殊"规则转变为更"一般"的规则.为达到这个

目的，最基础的技术是"最小一般泛化" (Least General Generalization，简称

LGG) [Plotkin, 1970]. 

给定一阶公式 rl 和 r2 ， LGG 先找出涉及相同谓词的文字，然后对文字

中每个位置的常量逐一进行考察，若常量在两个文字中相同则保持不变，记

为 LGG(t， t) = t; 否则将它们替换为同一个新变量，并将该替换应用于公式

的所有其他位置:假定这两个不同的常量分别为 s， t，新变量为 V， 则记为

LGG(s, t) == V， 并在以后所有出现 LGG(s ， t) 的位置用 V 来代替.例如对上面

例子中的两条规则，先比较"更好(1 ， 10)" 和"更好(1 ， 15)" ，由于文字中常量

"10" 并 "15" ，因此将它们都替换为 Y， 并在 rl 和 r2 中将其余位置上成对出

现的 "10" 和 "15"都替换为 Y， 得到

更好(1 ， Y) ←根蒂更蜷(1 ， Y) ^声音更沉(1 ， 10) 八脐部更凹(1 ， Y) 

八触感更硬(1 ， Y); 
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更好(1 ， Y) ←根蒂更蜷(1 ， Y) ^脐部更凹(1 ， Y) ^触感更硬(1 ， Y). 

然后， LGG 忽略 r1 和向中不含共同谓词的文字，因为若 LGG 包含某条

公式所没有的谓词，则 LGG 无法特化为那条公式.容易看出，在这个例子中需

忽略"声音更沉(1 ， 10)" 这个文字，于是得到的 LGG 为

更好(1 ， Y) ←根蒂更蜷(1 ， Y) ^脐部更凹(1 ， Y) 八触感更硬(1 ， Y). (15.4) 

式(15.4)仅能判断瓜 1 是否比其他瓜更好.为了提升其泛化能力?假定另有

一条关于瓜 2 的初始规则

更好(2 ， 10) ←颜色更深(2 ， 10) 八根蒂更蜷(2 ， 10) ^敲声更沉(2 ， 10) 

八脐部更凹(2 ， 10) ^触感更硬(2 ， 10) , (15.5) 

于是可求取式(15均与(15.5) 的 LGG. 注意到文字"更好(2 ， 10)" 和

"更好(1 ， Y)" 的对应位置同时出现了常量 "10" 与变量 ""Y" ， 予是可令

LGG( lO, Y) =巧，并将所有 "10"与 "Y" 成对出现的位置均替换为巧.最

后，令 LGG(2， 1) 工 X 并删去谓词不同的文字，就得到如下这条不包含常量的

→般规则:

更好(X， 巧)←根蒂更蜡(X， 巧)^脐部更凹(X， 巧)^触感更硬(X， 巧) . 

上面的例子中仅考虑了肯定文字，未使用"「"符号.实际上 LGG 还能进

行更复杂的泛化操作此外，上面还假定"更好(X， Y)" 的初始规则仅包含变

量同为 (X， Y) 的关系，而背景知识中往往包含其他·些有用的关系?因此许多

ILP 系统采用了不同的初始规则选择方法.最常用的是 RLGG (Relative Least 

General Generalization) [Plotkin, 1971]，它在计算 LGG 时考虑所有的背景知

识，将样例巴的视始规则定义为 ε ← K， 其中 K 是背景知识中所有原子的合取.

容易证明， LGG 是能特化为 r1 和凹的所有→阶公式中最特殊的一个:不

存在既能特化为 rl 和 r2，也能泛化为它们的 LGG 的一阶公式r'.

在归纳逻辑程序设计中，获得 LGG 之后，可将其看作单条规则加入规则

集?最后再用前儿节介绍的技术进一步优化?例如对规则集进行后剪技等.

15.5.2 递归结

在逻辑学中"演绎" (deduction)与"归纳" (induction)是人类认识世界

的两种基本方式.大致来说，国绎是从一般性规律出发来探讨具体事物，而归纳
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则是从个别事物出发概括出一般性规律.一般数学定理证明是演绎实践的代表，

而机器学习显然是属于归纳的范畴. 1965 年7 逻辑学家 J. A. Robinson 提出，

一阶谓词演算中的演绎推理能用一条十分简洁的规则描述，这就是数理逻辑

中著名的归结原理(resolution principle) [Robinso刀， 1965]. 二十多年后，计算机

科学家 s. Muggleton 和 w. Buntine 针对归纳推理提出了"逆归结" (inverse 

resolution) [Muggleton and Buntine, 1988]，这对归纳逻辑程序设计的发展起到

了重要作用.

基于归结原理，我们可将貌似复杂的逻辑规则与背景知识联系起来化繁为

简;而基于逆归结，我们可基于背景知识来发明新的概念和关系.下面我们先以

较为简单的命题演算为例，来看看归结、逆归结是怎么回事.

假定两个逻辑表达式 C1 和 C2 成立，且分别包含了互补了页 L1 与 L2; 不失

一般性，令 L = L1 = -,L2 , C1 = A V L , C2 = B V -，L. 归结原理告诉我们，通过

演绎推理能消去 L 而得到"归结项" C = A V B. 若定义析合范式的删除操作

(Av B) 一 {B} = A , 

则归结过程可表述为

C 二 (C1 一 {L}) V (C2 一 {-，L}) , 

简记为

σ= C1 . C2 

图 15.3 给出了归结原理的一个直观例示.

v 
AVB 

图 15.3 归结原理例示

(15.6) 

(15.7) 

(15.8) 

与上面的过程相反?逆归结研究的是在己知 C和某个 Ci 的情况下如何得

到 Cj(i 手 j). 假定己知 C 和 C1 求 C2 ， 则由式(15.7)，该过程可表述为

C2 = (C 一 (C1 一 {L})) V {-,L}. (15.9) 
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在逻辑推理实践中如何实现逆归结呢? [Muggleton, 1995] 定义了四种完备

的逆归结操作.若以规则形式 p ← q 等价地表达pV 吁，并假定用小写字母表

示逻辑文字、大写字母表示合取式组成的逻辑子旬，则这四种操作是;

p ← A 八 B q• A (15.10) 吸收(absorption) : 
p ← q 八 B q• A 

p • A^B p • A^q (15.11) 辨识(identification) : 
q• B p • A^q 

p ← A 八 B p • A^C (15.12) 内构(intra-c∞onstruc时t创ωiωO叫:
q • B p ← A 八 q q• C 

p • A^B q ← A 八 C
(15.13) 互构(inter-constructio叫:

p ← T 八 B T • A q• r^C 

这里我们用手表示X 蕴含 Y， 在数理逻辑里写作 x ← Y. 上述规则中 ， X 的子

句或是 Y 的归结项，或是Y 的某个于旬的等价项;而 Y 中出现的新逻辑文字则

可看作通过归纳学到的新命题.

归结、逆归结都能容易地扩展为一阶逻辑形式;与命题逻辑的主要不同之

处是，一阶逻辑的归结、逆归结通常需进行合」置换操作.

"置换" (substitution)是用某些项来替换逻辑表达式中的变量.例如

用。= {1/X， 2/Y} 置换 "C -色泽更深(X， Y) 八敲声更沉(X， Y)" 可得到

"C' = CÐ = 色泽更深(1 ， 2) ^敲声更沉(1 ， 2)" ，其中 {X， Y} 称为 0 的作用

域(domain). 与代数中的置换类似?一阶逻辑中也有"复合置换"和"逆置

换"例如先用。 = {Y/X} 将 X 替换为 Y， 再用 λ = {l/Y} 将 Y 替换为 1，这

样的复合操作记为。。 λ;θ 的逆置换则记为。一1 = {X/Y}. 

"合一" (unification)是用一种变量置换令两个或多个逻辑表达式相

等.例如对 "A - 色泽更深(1 ， X)" 和 "B - 色泽更深(Y， 2)" ， 可用 θ=

{2/X， 1/Y} 使 "AÐ = BÐ = 色泽更深(1 ， 2)" ;此时称 A 和 B 是"可合一

的" (unifiable)，称。为 A 和 B 的"合一化子" (unifier). 若 5 是一组一阶逻

辑表达式 W 的合」化子且对 W 的任意舍一化子。均存在相应的置换 λ 使

。 = ò 0λ，则称 d 为 W 的"最一般合一置换"或"最一般合一化子" (most 

general unifier，简记为 MGU)，这是归纳逻辑程序中最重要的概念之一.例如

"色泽更深(1 ， Y)" 和"色泽更深(X， Y)" 能被 Ð1 = {1/ X} , Ð2 = {1/ X , 2/Y} , 
Ð3 {l/Z， Z/X} 合一， 1B.仅有的是它们的 MGU.

'阶逻辑进行归结时，需利用合一操作来搜索互补项 L1 和 L2. 对两个一

阶逻辑表达式 C1 = AV L1 和 02 = Bv L2 ， 若存在合一化子。使 L1Ð = ....,L2Ð, 
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则可对其进行归结:

C= (C1 一 {L1 })e V (C2 一 {L2})O . (15.14) 

类似的，可利用含一化子对式(15.9) 进行扩展得到一阶逻辑的逆归结.基

于式(15.8)，定义 C1 =0/C2 和 σ'2 = C/C1 为"归结商" (resol ution quotient) , 

于是，逆归结的目标就是在己知 C 和 C1 时求出归结商 C2. 对某个 L1 ε C1 ， 假

定白是一个置换，它能使

(C1 一 {L1})白← C ， (15.15) 

这里白的作用域是 C1 中所有变量，记为 vars(C1 )，其作用是使 C1 一 {L1} 与

C 中的对应文字能合一.令白为作用域是 vars(L1 ) - VarS(C1 一 {L1}) 的置

换， L2 为归结商 C2 中将被消去的文字， 02 是以 vars(L2) 为作用域的置换，向

与4>1 共同作用于 L1 ， 使得 --，L1仇。但 = L202 ， 于是白。如 002 为 --，L1 与 L2

的 MGU. 将前两步的复合置换轨。如记为 01， 用 851 表示 O2 的逆置换，则有

(--,L101)021 = L2. 于是，类似于式(15.9)，一阶逆归结是

C2 =(C 一 (C1 一 {L1日的 V {--,L10t})Ø21. (15.16) 

在一阶'情形下 L1 、 L2 、 01 和 O2 的选择通常都不唯一，这时需通过一些其他的

判断标准来取舍，例如覆盖率、准确率、信息;摘等.

以西瓜数据集 5.0 为例，假定主是们通过一些步骤己得到规则

C1 = 更好(l ， X) ←根蒂更蜷(l ， X) 八纹理更清(l ， X);

C2 = 更好(1 ， Y) ←根蒂更蜷(1 ， Y) ^敲声更沉(1 ， Y). 

容易看出它们是 "p ← A 八 B" 和平← A^C" 的形式，于是可使用内构操作

式(15.12) 来进行逆归结.由于 C1 ， C2 中的谓词都是二元的，为保持新规则描

述信息的完整性，我们创造一个新的二元谓词 q(M， N) ， 并根据式(15.12) 得到

C'= 更好(1 ， Z) ←根蒂更蜷(1 ， Z) 八 q(M， N) , 

式(15.12) 中横线下方的另两项分别是 C1/C' 和 C2/C' 的归结商.对 C1/C'，

容易发现 C' 中通过归结泊去 L1 的选择可以有"「根蒂豆蜡(1 ， Z)" 和
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"-,q(M, N)" . q 是新发明的谓词，迟早需学习一条新规则 "q(M， N) •?" 

来定义它;根据奥卡姆剃刀原则，同等描述能力下学得的规则越少越

好，因此我们将可(M， N) 作为 Ll. 由式(15.16)，存在解:与二 q(l ， 的，

白 = {XjZ} ， 的= {ljM, XjN} , O2 = {Xj8}. 通过简单的演算即可求
出归结商为 "q(1 ， 8) ←纹理更清(1， 8)" .类似地可求出 Cα'2jCσF 的归结商

"气q(ι1 ， Tη) ←敲声更沉(ο1 ， Tη)

逆归结的一大特点是能自动发明新谓词'这些新谓词可能对应于样例属性

和背景知识中不存在的新知识，对知识发现与精化有重要意义.但自动发明的

新谓词究竟对应于什么语义?例如 "q" 意味着"更新鲜"? "更甜"? "更多

日晒" ? ......这只能通过使用者对任务领域的进一步理解才能明确.

上面的例子中我们只介绍了如何基于两条规则进行逆归结.在现实任务

中， ILP 系统通常先自底向上生成一组规则，然后再结合最小一般泛化与逆归

结做进一步学习.

15.6 阅读材料

规则学习是"符号主义学习" (symbolism learning)的主要代表，是最早开

始研究的机器学习技术之. [Michalski, 1983]. [Fürnkranz et 此， 2012] 对规则

学习做了比较全面的总结.

序贯覆盖是规则学习的基本框架，最早在 [Michalski ， 19倒69叫l 的 AQ 中被

1986叫l 、 AQ17τ咀缸HCα1 [叭飞Wr丑lek and ~νM阳\1咄I且icha陇叫a刽lski， 1994叫]等.受计算能力的制约7 早期

AQ 在学习时只能随机挑选一对正反例作为种子开始训练，样例选择的随机性

导致 AQ 学习效果不稳定. PRISM [Cendrowska, 1987] 解决了这个问题，该算

法最早采用自顶向下搜索，并显示出规则学习与决策树学习相比的优点:决策

树试图将样本空间划分为不重叠的等价类7 而规则学习并不强求这一点，因此

后者学得的模型能有更低的复杂度.虽然 PRISM 的性能不如 AQ，因此在当时

反响不大，但今天来看，它是规则学习领域发展的重要一步.

CN2 [Clark and Niblett , 1989] 采用集束搜索，是最早考虑过拟合问题的规

则学习算法. [Fürnkranz , 1994] 显示出后剪枝在缓解规则学习过拟合中的优势­

RIPPER [Cohen, 1995] 是命题规则学习技术的高峰，它融合了该领域的许多技

巧，使规则学习在与决策树学习的长期竞争中首次占据上风，作者主页上的 C

语言 RIPPER 版本至今仍代表着命题规则学习的最高水平.

关系学习的研究一般认为始于 [Winsto吨
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成此类任务，一阶规则学习开始得以发展. FOIL 通过变量替换等操作把命题规

则学习转化为一阶规则学习?该技术至今仍有使用，例如 2010 年卡耐基梅隆大

学开展的"永动语言学马" (Never-El1ding Language Learni吨，简称 NELL)计

划即采用 FOIL 来学习自然语言中的语义关系 [Carlson et 址， 2010]. 很多文献

将所有的一阶规则学习方法都划入归纳逻辑程序设计的范畴，本书则是作了更

为严格的限定.

[Muggleton, 1991] 提出了"归纳逻辑程序设计" (ILP) 这个术语，在

GOLEM [Muggleton and Fe吗， 1990] 中克服了许多从命题逻辑过渡到一阶

逻辑学习的困难，并确立了自底向上归纳的 ILP 框架.最小一般泛化 (LGG)

最早由 [Plotkin ， 1970] 提出， GOLEM 则使用了 RLGG. PROGOL [Muggleton , 

1995] 将逆归结改进为逆蕴含(inverse entailment)并取得了更好效果.新谓词

发明方面近年有一些新进展 [Muggleton and Lin, 2013]. 由于 ILP 学得的规

则几乎能直接被 PROLOG 等逻辑程序解释器调用，而 PROLOG 在专家系统

JZ程与专家系统参 中常被使用，因此日成为连接机器学习与知识工程的重要桥梁 PROGOL
[Muggleton, 1995] 和 ALEPH [Srinivasan, 1999] 是应用广泛的 ILP 系统，其基

本思想己在本章关于 ILP 的部分有所体现. Datalog [Ceri et al., 1989] 则对数

据库领域产生了很大影响，例如甚至影响了 SQL 1999 标准和 IBMDB2.ILP

方面的重要读物有 [Muggleton ， 1992; Lavrac and Dzeroski, 1993]，并且有专门

的国际归纳逻辑程序设计会议 (ILP)

ILP 复杂度很高，虽在生物数据挖掘和自然语言处理等任务中取得一些

成功 [Bratko and Muggleton, 1995]，但问题规模稍大就难以处理7 因此?这方

面的研究在统计学习兴起后受剑一起抑制.近年来随着机器学习技术进入更

多应用领域，在富含结构信息和领域知识的任务中，逻辑表达的重要性远渐凸

显出来，因此出现了一些将规则学习与统计学习相结合的努力，例如试图在归

蝴逻辑程序设计中寻|入概率模型的"概率归纳逻辑程序设计" (probabilistic 

ILP) [De Raedt et 址， 2008]、给贝叶斯网中的结点赋予逻辑意义的"关系贝

叶斯网" (relational Bayesian network) [Jaeger, 2002] 等.事实上?将关系学习

与统计学习相结合是机器学习发展的一大趋势?而概率归纳逻辑程序设计是

其中的重要代表，其他重要代表还有概率关系模型 [Friedman et al., 1999] 、贝

叶斯逻辑程序(Bayesian Logic Program) [Kersti吨 et al., 2000 1 、马尔可夫逻辑

网(Markov logic network) [Richardson and Domingos, 2006] 等p 统称为"统计

关系学习" (statistical relationallearning) [Getoor and Ta恤， 200句.
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习题

西Jf，.数据集 2.0 见 p.76 15.1 对西瓜数据集 2札允许使用否定形式的文字，试基于自顶向下的策略
表4.1.

学出命题规则集.

15.2 对西瓜数据集 2.0，在学习过程中可通过删去文字、将常量替换为变

量来进行规则泛化，试基于自底向上的策略学出命题规则集.

15.3 从同上下载或自己编程实现 RIPPER 算法，并在西瓜数据集 2.0 上学

出规则集.

15.4 规则学习也能对缺失数据进行学习.试模仿决策树的缺失值处理方法，
西瓜数据集 2.0臼几 p.86 基于序贯覆盖在西瓜数据集 2.0α 上学出命题规则集.

表 4.4

15.5 从网上下载或自己编程实现 RIPPER 算法，允许使用否定形式的文

宇，在西瓜数据集 5.0 上学出一阶规则集.

15.6 对西瓜数据集 5.0，试利用归纳逻辑程序学习概念"更坏(X， Y)" . 

15.7 试证明:对于一阶公式 rl 和 r2，不存在既能特化为 rl 和 r2、也能泛

化为它们的 LGG 的一阶公式 r'.

15.8 试生成一个西瓜数据集 5.0 的 LGG 集合.

15.9* 一阶原子公式是一种递归定义的公式，形如 P(tl ， t2 ,… , tn ) ， 其中 P

是谓词或函数符号， ti 称为"项"可以是逻辑常量、变量或者其他

原子公式.对一阶原子公式岛的集合 s={岛 ， E2 ，... ， En} ， 试设计
在 S 无法合一时输出 一个算法求解其 MGU.
"无解

15.10* 基于序贯覆盖的规则学习算法在学习下一条规则前，会将己被当前规

则集所覆盖的样例从训练、集中删去.这种贪心策略使得后续学习过程

仅需关心以往未覆盖的样例，在判定规则覆盖率时不需考虑前后规则

间的相关性;但该策略使得后续学习过程所能参考的样例越来越少.

试设计一种不删除样例的规则学习算法.
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休息一会儿

卡鲁兹(Kalusz)在历史
上先后属于波兰、俄罗
斯、德国、乌克兰等国

参见1.5 节

休息一会儿

小故事:机器学习先驱雷萨德·迈克尔斯基

AQ 系列算法是规则学习研究早期的重要成果，主要发

明人是机器学习先驱、美籍波兰裔科学家雷萨德·迈克尔

斯基 (Ryszard S. Michalski, 1937- 2007) . 

迈克尔斯基出生在波兰卡鲁兹， 1969 年在波兰获得计

算机科学博士学位，同年在南斯拉夫布莱德(Bled，现属斯
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洛文尼亚)举行的 FCIP 会议上发表了 AQ.1970 年他前往美国 UIUC 任教， 此

后在美国进一步发展了 AQ 系列算法.迈克尔斯基是机器学习领域的主要奠基

人之一. 1980 年他与 J. G. Carbonell、 T. Mitchell 一起在卡耐基梅隆大学组织

了第一次机器学习研讨会， 1983、 1985 年又组织了第二、三次， 这个系列研讨

会后来发展成国际机器学习会议 (ICML); 1983 年，迈克尔斯基作为第一主编

出版了《机器学习:一种人工智能途径》这本机器学习史土里程碑性质的著作;

1986 年 Machine Learning 创刊，迈克尔斯基是最初的三位编辑之一. 1988 年

他将研究组迁到乔治梅森大学，使该校成为机器学习早期发展的一个重镇.
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第 16 章强化学习

16.1 任务与奖赏

我们考虑一下如何种西瓜.种瓜有许多步骤，从一开始的选种，到定期挠

水、施肥、除草、杀虫，经过一段时间才能收获西瓜.通常要等到收获后?我们

才知道种出的瓜好不好.若将得到好瓜作为辛勤种瓜劳动的奖赏，则在种瓜过

程中当我们执行某个操作(例如?施肥)时，并不能立即获得这个最终奖赏，甚至

难以判断当前操作对最终奖赏的影响，仅能得到→个当前反馈(例如，瓜苗看起

来更健壮了).我们需多次种瓜，在种瓜过程中不断摸索，然后才能总结出较好

的种瓜策略.这个过程抽象出来，就是"强化学习" (reinforcement learning). 

固 16.1 强化学习图示

图 16.1 给出了强化学习的一个简单图示.强化学习任务通常用马尔可夫决

策过程 (Markov Decision Process，简称 MDP)来描述:机器处于环境 E 中，状

态空间为 X，其中每个状态 x EX 是机器感知到的环境的描述，如在种瓜任务

上这就是当前瓜苗长势的描述;机器能采取的动作构成了动作空间 A， 如种瓜

过程中有浇水、施不同的肥、使用不同的农药等多种可供选择的动作;若某个

动作 αεA作用在当前状态 z 上，则潜在的转移函数 P 将使得环境从当前状态

按某种概率转移到另 A个状态，如瓜苗状态为缺水，若选择动作浇水，则瓜苗长

势会发生变化，瓜苗有一定的概率恢复健康?也有一定的概率无法恢复;在转移

到另一个状态的同时，环境会根据潜在的"桨黄" (rew缸d)函数 R 反馈给机器

一个奖赏，如保持瓜苗健康对应奖赏 +1，瓜茵凋零对应奖赏一10，最终种出了

好瓜对应奖赏 +100. 综合起来，强化学习任务对应了四元组 E = (X,A,P,R) , 
其中 P:XxAxX 时 R 指定了状态转移概率， R:XxAxX 叶 R指定了奖

赏;在有的应用中，奖赏函数可能仅与状态转移有关，即 R:XxX ←-+R

国 16.2 给出了一个简单例子:给西瓜浇水的马尔可夫决策过程.该任务中
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。=浇水/不浇水
p=l 
r= -100 

固 16.2 给西瓜浇水问题的马尔可夫决策过程

第 16 章强化学习

只有四个状态(健康、缺水、溢水、凋亡)和两个动作(浇水、不浇水)，在每二

步转移后，若状态是保持瓜商健康则获得奖赏 1，瓜苗缺水或溢水奖赏为一1，这

时通过浇水或不浇水可以恢复健康状态，当瓜苗凋亡时奖赏是最小值 -100 且

无法恢复.圈中箭头表示状态转移，箭头旁的 α， p， r 分别表示导致状态转移的

动作、转移概率以及返回的奖赏.容易看出，最优策略在"健康"状态选择动

作"浇水"、在"溢水"状态选择动作"不浇水"、在"缺水"状态选择动

作"浇水"、在"调亡"状态可选择任意动作.

需注意"机器"与"环境"的界限，例如在种西瓜任务中，环境是因瓜生

长的自然世界;在~棋对弈中，环境是棋盘与对于;在机器人控制中，环境是机

器人的躯体与物理世界.总之，在环境中状态的转移、奖赏的返回是不受机器

控制的，机器只能通过选择要执行的动作来影响环境，也只能通过观察转移后

的状态和返回的奖赏来感知环境.

机器要做的是通过在环境中不断地尝试而学得一个"策略" (policy) 霄，根

据这个策略，在状态 z 下就能得知要执行的动作 α= 贺(x) ， 例如看到瓜苗状态

是缺水时，能返回动作"浇水"策略有两种表示方法:二种是将策略表示为

面数霄 :X 叶 A， 确定性策略常用这种表示;另一种是概率表示汀 :XxA 叶lR.，

随机性策略常用这种表示?汀(x ， α) 为状态 z 下选择动作 α 的概率?这里必须千Z

Zα 贺(x ， a) = 1. 

策略的优劣取决于长期执行这一策略后得到的累积奖赏，例如某个策略使

得瓜苗枯死，它的累积奖赏会很小，另一个策略种出了好瓜，它的累积奖赏会很
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大.在强化学习任务中，学习的目的就是要找到能使长期累积奖赏最大化的策

略.长期累积奖赏有多种计算方式?常用的有 "T 步累积奖赏" lE叫[~2汇二乙L1Tη叫tl l 
和 "γ折扣累积奖赏" lE叫[2乙;二芮zγf什仇t与trtη灿t忡叫十
示对所有随机变量求期望.

读者也许己经感觉到强化学习与监督学习的差别若将这里的"状态"对

应为监督学习中的"示例"、 "动作"对应为"标记"，则可看出，强化学习

中的"策略"实际上就相当于监督学习中的"分类器" (当动作是离散的)或

"国归器" (当动作是连续的L 模型的形式并无差别.但不同的是，在强化学
习中并没有监督学习中的有标记样本(即"示例·标记"对)，换言之，没有人直

接告诉机器在什么状态下应该做什么动作，只有等到最终结果揭晓，才能通过

"反思"之前的动作是否正确来进行学习.因此，强化学习在某种意义上可看

作具有"延迟标记信息"的监督学习问题.

16.2 K-摇营赌博机

16.2.1 探索与利用

与一般监督学习不同，强化学习任务的最终奖赏是在多步动作之后才能观

察到，这里我们不妨先考虑比较简单的情形:最大化单步奖赏，即仅考虑一步

操作.需注意的是，即使在这样的简化情形下，强化学习仍与监督学习有显著不

同，因为机器需通过尝试来发现各个动作产生的结果，而没有训练数据告诉机

器应当做哪个动作.

欲最大化单步奖赏需考虑两个方面:一是需知道每个动作带来的奖赏?二

是要执行奖赏最大的动作.若每个动作对应的奖赏是一个确定值，那么尝试一

遍所有的动作便能找出奖赏最大的动作.然而，更一般的情形是，一个动作的奖

赏值是来自于一个概率分布，仅通过一次尝试并不能确切地获得平均奖赏值.

实际』二，单步强化学习任务对应了一个理论模型，即 "K-摇臂赌博机" (K响

armed bandit). 如图 16.3 所示， K-摇臂赌博机有 K 个摇臂，赌徒在投入一个
硬币后可选择按下其中」个摇臂，每个摇臂以一定的概率吐出硬币?但这个概

率赌徒并不知道.赌徒的目标是通过一定的策略最大化自己的奖赏，即获得最

多的硬币.

若仅为获知每个摇臂的期望奖赏，则可采用"仅探索" (exploration­

O丑ly)法:将所有的尝试机会平均分配给每个摇臂(即轮流按下每个摇臂)，最后

以每个摇臂各自的平均吐币橄率作为其奖赏期望的近似估计.若仅为执行奖赏

最大的动作，则可采用"仪利用" (exploitation-only)法:按下目前最优的(即到
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图 16.3 K-摇臂赌博机图示

目前为止平均奖赏最大的)摇臂，若有多个摇臂同为最优，则从中随机选取一个.

显然，"仅探索"法能很好地估计每个摇臂的奖赏，却会失去很多选择最优摇

臂的机会;"仅利用"法则相反，它没有很好地估计摇臂期望奖赏，很可能经常

选不到最优摇臂.因此，这两种方法都难以使最终的累积奖赏最大化.

事实上，"探索" (即估计摇臂的优劣〉和"利用" (即选择当前最优摇

臂)这两者是矛盾的，因为尝试次数(即总投币数)有限，加强了一方则会自

然削弱另一方，这就是强化学习所面临的"探索-利用窘境" (Exploration­

Exploitation dilemma). 显然，欲累积奖赏最大，则必须在探索与利用之间达成

较好的折中.

16.2.2 ←贪心

(';-贪心法基于一个概率来对探索和利用进行折中:每次尝试时，以 ε 的概率

进行探索，即以均匀概率随机选取一个摇臂;以 1'-('; 的概率进行利用，即选择

当前平均奖赏最高的摇臂(若有多个，则随机选取一个).

令 Q(k) 记录摇臂 k 的平均奖赏.若摇臂 k 被尝试了 n 次，得到的奖赏为

V l, V 2 ,. ..，阳，则平均奖赏为

Q(k) 口 j乞4 (16.1) 

若直接根据式(16.1)计算平均奖赏，则需记录 n 个奖赏值.显然，更高效的

做法是对均值进行增量式计算，即每尝试一次就立即更新 Q(k). 不妨用下标来

表示尝试的次数，初始时 Qo(k) = O. 对于任意的 n 注 1，若第 n-1 次尝试厉的

平均奖赏为 Qn-l(的，则在经过第 n 次尝试获得奖赏。n 后，平均奖赏应更新为
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式(16.3)会在 16.4.2 节
中用到，

Q(i} 和 count(i) 分别记

录摇臂 z 的平均奖赏和选
中次数

在 [0 ， 1] 中生成随机数。

本次尝试的奖赏值-

式(16.2)支新平均奖赏
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这样，无论摇臂被尝试多少次都仅需记录两个值:己尝试次数 n-1 不11母j丘平均

奖赏 Qn-1(k). E-贪心算法描述如图 16.4所示.

输入:摇臂数 Kj
奖赏函数 Rj
尝试次数 T;
探索概率已

过程:
1: r 二三 0; 
2: Vi = 1, 2,. .. K: Q(i) = 0，∞unt(i) = 0; 
3: for t = 1, 2,.. ., T do 
4: if rand() < E then 
5: k = 从 1 ， 2 ， .… ， K 中以均匀分布随机地垠
6: else 
7: k = argmaxi Q(i) 
8: end if 
9: v = R(k)j 

10: r = r + v; 
t Q(k)=Q(uzz;i?飞
12: count(k) =ωunt(k) 十 1;
13: end for 
输出:累积奖赏 T

图 16.4 ε-贪心算法

若摇臂奖赏的不确定性较大，例如概率分布较宽时，则需更多的探索，此时

需要较大的 E 值;若摇臂的不确定性较小，例如概率分布较集中时，则少量的尝

试就能很好地近似真实奖赏，此时需要的 ε 较小.通常令 ε 取一个较小的常数?

如 0.1 或 0.01.然而，若尝试次数非常大?那么在一段时间后，摇臂的奖赏都能

很好地近似出来，不再需要探索，这种情形下可让正随着尝试次数的增加|而逐

渐减小，例如令 E = l/vt. 

16.2.3 Softmax 

80丘max 算法基于当前已知的摇臂平均奖赏来对探索和利用进行折中.若

各摇臂的平均奖赏相当，则选取各摇臂的概率也相当;若某些摇臂的平均奖赏

明显高于其他摇臂，则它们被选取的概率也明显更高.
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第 4 行中式(16.4)的参
数

Q(i) 和 count(i) 分别记
录摇臂 4 的平均奖赏和选
中次数.

本次尝试的奖赏值.

式(16.2)灵新平均奖赏

80玩max 算法中摇臂概率的分配是基于 Boltzmann 分布

空坠i
" T 

P(k) 二手一一?
εe呼i
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(16 .4) 

其中 ， Q(i) 记录当前摇臂的平均奖赏;7>0 称为"温度" , T 越小则平均奖赏

高的摇臂被选取的概率越高.7 趋于 0 时 Softmax 将趋于"仅利用"， 7趋于无

穷大时 Softmax 则将趋于"仅探索" . Softmax 算法描述如图 16.5 所示

输入:摇臂数 K;
奖赏函数 R;
尝试次数 T;
温度参数 T.

过程:
1: r = 0; 
2: Vi = 1,2,... K: Q(i) = 0, count(i) = 0; 
3: for t = 1,2,..., T do 
4: k= 从1 ， 2，...， K 中根据式(16.4)随机选取
5: v = R(k); 

输出:累积奖赏 T

图 16.5 Softmax算法

f-贪心算法与 Softmax 算法孰优孰劣，主要取决于具体应用.为了更直观

地观察它们的差别?考虑一个简单的例子:假定 2-摇臂赌博机的摇臂 1 以 0.4

的概率返回奖赏 1，以 0.6 的概率返回奖赏。;摇臂 2 以 0.2 的概率返回奖赏 1 ，

以 0.8 的概率返回奖赏。-图 16.6 显示了不同算法在不同参数下的平均累积

奖赏，其中每条曲线对应于重复 1000 次实验的平均结果.可以看出， Softmax 

(T = 0.01) 的曲线与"仅利国"的曲线几乎重合.

对于离散状态空间、离散动作空间上的多步强化学习任务，一种直接的办

法是将每个状态上动作的选择看作-个 K-摇臂赌博机问题，用强化学习任务

的累积奖赏来代替 K-摇臂赌博机算法中的奖赏函数，即可将赌博机算法用于

每个状态:对每个状态分别记录各动作的尝试次数、当前平均累积奖赏等信

息?基于赌博机算法选择要尝试的动作.然而这样的做法有很多局限，因为它没
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16.4节将讨论模型禾知

情形
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图 16.6 不同算法在 2 摇臂赌博机上的性能比较

有考虑强化学习任务马尔可夫决策过程的结构在 16.3 节将会看到，若能有效

考虑马尔可夫决策过程的特性，则可有更聪明的办法.

16.3 有模型学习

考虑多步强化学习任务3 暂且先假定任务对应的马尔可夫决策过程四元组

E = (X， A ， P， R) 均为己知7 这样的情形称为 "模型己知

行了建模?能在机器内部模拟出与环境相同或近似的状况.在己知模型的环境

中学习称为"有模型学习" (mo叫del-based lea创rn、n山g剖) . 此时，对于任意状态尘，矿

和动作 α，在 z 状态下执行动作 α 转移到矿状态的概率 PJ→x' 是己生口的?该转

移所带来的奖赏 R~→x' 也是已知的，为便于讨论?不妨假设状态空间 X 和动作

空间 A 均为有限.

16.3 . 1 策略评估

在模型己知时，对任意策略汀能估计出该策略带来的期望累积奖赏.令

函数 Vπ (x) 表示从状态 z 出发7 使用策略作所带来的累积奖赏;函数 Q作怡， α)

表示从状态 z 出发，执行动作 α 后再使用策略汀带来的累积奖赏 这里的

V(-) 称为"状态值函数" (state value function) , Q(-) 称为 "状态动作值函

数" (state-action value function)，分别表示指定"状态"上以及指定"状

态"动作"上的累积奖赏.
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这样的递归等式称为
Bellman 等式.

动作-状态全概率展开

由累积奖赏的定义，有状态值函数

(t忧t叩阳呐刷卧(伊例忡M川叫Z纣←川川叫)忏H呻叫=斗4叫lE1l"叫叶山贺」巾[性阳÷辽艺LυTη川忡…t川巾|问z (16.5) 
可(X) = 岛 [2:i=~ γtrt+1 I Xo = 斗， γ 折扣累积奖赏.

为叙述简洁，后面在涉及上述两种累积奖赏时，就不再说明奖赏类别，读者

从上下文应能容易地判知.令 Xo 表示起始状态， α。表示起始状态上采取的第一

个动作;对于 T 步累积奖赏，用下标 t 表示后续执行的步数.我们有状态-动作

值函数

(QF(Z 叫= lE1l"[~ 2:;=1 rt I Xo = X叫
(16.6) 

钊(X ， a) = lE1l"[2:i=~γtrt+1 I Xo = x ,aO = α]. 
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类似的，对于 γ 折扣累积奖赏有

可(X) = 汇巾，α) L P:--tx' (吃→x' + γ可(X')). (16.8) 
αξA x'εX 

需注意的是，正是由于 P 和 R 己知，才可以进行全概率展开.

读者可能己发现，用上面的递归等式来计算值函数，实际上就是一种动态

规划算法.对于 V;， 可设想递归一直进行下去，直到最初的起点;换言之，从值

函数的初始值可T 出发，通过一次迭代能计算出每个状态的单步奖赏 V{， 进而
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V(x) 为 z 的累积奖赏

式(16.7)灵新值函数.

这个写法是为了便于在

同样的算法框架下考虑 T
步累积奖赏和 γ 折扣累积
奖赏

参见习题 16.2.

输入: MDP 四元组 E= (X,A ,P,R); 
被评估的策略 T;
累积奖赏参数 T.

过程:
1: VxεX: V(x) = 0; 
2: for t = 1,2, . . . do 
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3: VxεX: V'(x) = 2::aEA 巾， α) 2::x'EX P:• x' (iR~训，十平V(x'));
4: if t 工 T 十 1 then 
5: break 
6: else 
7: V = V' 
8: end if 
9: end for 

输出:状态值函数 V

圈 16.7 基于 T 步累积奖赏的策略评估算法

从单步奖赏出发，通过一次选代计算出两步累积奖赏巧飞……图 16.7 中算法遵

循了上述流程，对于 T 步累积奖赏，只需迭代 T 轮就能精确地求出值函数.

对于 v; ， 由于乎在 t 很大时趋于 0，因此也能使用类似的算法，只需将怪|

16.7 算法的第 3 行根据式(16.8)进行替换.此外，由于算法可能会迭代很多次，

因此需设置一个停止准则.常见的是设置一个阔值 B， 若在执行一次迭代后债函

数的改变小于 0 则算法停止;相应的?图 16.7 算法第 4 行中的 t = T 十 1 市替

换为

ma芥 lV (x) - V'(x)1 < B . 
xEλ 

有了状态值函数 V， 就能直接计算出状态-动作值函数

(16.9) 

x'εX (16.10) 
(QFM)= 川帆+川)) ; 

的(x， a) 工艺 P:-+x' (R~-+x' 十 γ可(x')) . 
x'EX 

16.3.2 策略改进

对某个策略的累积奖赏进行评估后，若发现它并非最优策略，则当然活望

对其进行改进.理想的策略应能最大化累积奖赏

俨= arg max 2.::: Vπ (x) 
7r X巳X

(16.11) 
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→个强化学习任务可能有多个最优策略，最优策略所对应的值函数 V* 称

为最优值函数，即

\:Ix ξ X: V*(x) = V俨 (x). (16.12) 

拄意，当策略空间无约束时式(16.12)的 V* 才是最优策略对应的值函数，例如对

离散状态空间和离散动作空间，策略空间是所有状态上所有动作的组合，共有

IAIIXI 种不同的策略.若策略空间有约束，则违背约束的策略是"不合法"的，

即便其值函数所取得的累积奖赏值最大，也不能作为最优值函数.

由于最优值函数的累积奖赏值己达最大，因此可对前面的 Bellman 等

式(16.7)和 (16.8)做一个改动，即将对动作的求和改为取最优:

"巳 x'EX (16.13) 
(咋(x)利川全R2→+刷一l(X'));

V; (x) = ~~8f L: P:-+x' (R~-+x' + γV;(x')). 
lb<::...... x'EX 

换吉之，

V*(z)=?JTσ(尘， α) . (16.14) 

代入式(16.10)可得最优状态-动作值函数

z飞X a' t:.ti (16.15) 
(QFh)= 川帆叫七(川));
钊(x， a) = L: P:-+x， (R~-+x' + γmMq(z'， α')). 

x'εX a' t:.ti 

上述关于最优值函数的等式，称为最优 Bellman 等式，其唯一解是最优值函数.

最优 Bellman 等式揭示了非最优策略的改进方式:将策略选择的动作改变

为当前最优的动作.显然，这样的改变能使策略更好.不妨令动作改变后对应的

策略为霄'，改变动作的条件为 Q贺忡，霄'(x) ) 注 V气功，以 γ 折扣累积奖赏为例，

由式(16.10)可计算出递推不等式

V何 (x) ζQπ (x ， íT'(x)) 

=ZPZ;3(R:22， +γV贺 (x'))
x'E三X

::;;2二 P;13(R:习， +γσ(xγ(x')) ) 
x' 巳X
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IA(x)1 是 z 状态下所有
可选动作数.

式(16.7)更新值函数-

式(16.10)计算 Q 佳
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=v汗 (x). (16.16) 

值函数对于策略的每一点改进都是单调递增的，因此对于当前策略霄，可

放心地将其改进为

旷(x) = argmaxQ霄 (x ， a) , 
αεA 

(16.17) 

直到 d 与汀一致、不再发生变化，此时就满足了最优 Bellman 等式?即找到了

最优策略.

16.3.3 策略迭代与值迭代

由前两小节我们知道了如何评估一个策略的值函数，以及在策略评估后如

何改进至获得最优策略.显然，将这两者结合起来即可得到求解最优解的方法:

从一个初始策略(通常是随机策略)出发，先进行策略评估，然后改进策略，评估

改进的策略，再进一步改进策略，……不断迭代进行策略评估和改进，直到策略

收敛、不再改变为止.这样的做法称为"策略迭代" (policy iteration). 

图 16.8 给出的算法描述，就是在基于 T步累积奖赏策略评估的基础上，加

输入: MDP 四元组 E= (X,A,P,R); 
累积奖赏参数 T.

过程:
1: \/x ε X: V(x) = 0，巾， α)= 时司;
2: loop 
3: for t = 1,2,... do 
4: \/x ε X : V'(x) = I:aEA 霄(x ， a) I:x/EX P:'节I (tR~-+XI + 于V(x'));
5: if t = T + 1 then 
6: break 
7: else 
8: V = V' 
9: end if 

10: end for 
11: \/x ε X: 霄'(x) = argmaxaEA Q(x, a); 
12: if \/x :汀'(x) = 汀(x) then 
13: break 
14: else 
15:π= 霄，

16: end if 
17: end loop 

输出:最优策略霄

图 16.8 基于 T 步累积奖赏的策略迭代算法
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参见习题 16.3

式(16.18)史新值函数，

式(16.10)计算 Q 值.
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入策略改进而形成的策略选代算法.类似的，可得到基于 γ 折扣累积奖赏的策

略迭代算法.策略迭代算法在每次改进策略后都需重新进行策略评估，这通常

比较耗时.

由式(16.16)可知，策略改进与值函数的改进是一致的，因此可将策略改进

视为值函数的改善，即由式(16.13)可得

X-+X' \"1 '--X-+X" T . ~-~，-- '1' (16.18) th)=…2:x' EX P::-+ 比 41));
风(X) = maxaEA 2:x'εx PZ• X' (町→X' + γV")'(X')) . 

于是可得到值迭代(value iteration)算法?如图 16.9 所示.

输入: MDP 四元组 E = (X,A ,P,R); 
累积奖赏参数 T;
收敛阙值。-

过程:
1: Vxε X: V(x) = 0; 
2: for t = 1,2, ' , • do 
3: Vxε X : V'(x) = maxαEA L:x' EX P:-+x' (t R~-+x' 十平V(x'));
4: if maxxEX lV(x) - V'(x)1 < () then 
5: break 
6: else 
7: V=V' 
8: end if 
9: end for 

输出:策略汀(x) = argmaxaEA Q怡， α)

图 16.9 基于 T 步累积奖赏的值迭代算法

若采用 γ 折扣累积奖赏，只需将图 16.9 算法中第 3 行替换为

\fx ε X: V'(x) = 型经艺 P::-+X， (R~-+x' + γV(x')) . (16.19) 
x'εX 

从上面的算法可看出?在模型已知时强化学习任务能归结为基于动态规划

的寻优问题.与监督学习不同?这里并未涉及到泛化能力，而是为每一个状态找

到最好的动作.

16.4兔模型学习

在现实的强化学习任务中，环境的转移概率、奖赏函数往往很难得知，甚
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亦称"无模型学习"

蒙特卡罗方法参见 14.7
节; 14.5.1 节中使用过马尔

可夫链蒙特卡罗方法与
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至很难知道环境中」共有多少状态.若学习算法不依赖于环境建模，则称为争

"免模型学习" (model-free learning)，这比有模型学习要两难得多.

16.4.1 蒙特卡罗强化学习

在免模型情形下，策略选代算法首先遇到的问题是策略无法评估，这是由

于模型未知而导致无法做全概率展开.此时?只能通过在环境中执行选择的动

作?来观察转移的状态和得到的奖赏.受 K 摇臂赌博机的启发，一种直接的策

略评估替代方法是多次"采样"，然后求取平均累积奖赏来作为期望累积奖赏

的近似，这称为蒙特卡罗强化学习.由于采样必须为有限次数?因此该)j法史适

合于使用 T 步累积奖赏的强化学习任务.

另一方面?策略迭代算法估计的是状态值函数 V， 而最终的策略是通过状

态.动作值函数 Q 来获得当模型己知时，从 V 到 Q 有很简单的转换方法，而

当模型未知时7 这也会出现困难.于是，我们将估计对象从 V 转变为 Q， Il!P估计

每一对"状态-动作"的值函数.

此外，在模型未知的情形下，机器只能是从一个起始状态(或起始状态集

合)开始探索环境，而策略选代算法由于需对每个状态分别进行估计，因此在这

种情形下无法实现.例如探索种瓜的过程只能从播下种子开始，而不能任意选

择种植过程中的一个状态开始.因此?我们只能在探索的过程中逐渐发现各个

状态并估计各状态-动作对的值函数.

综合起来，在模型米知的情形下，我们从起始状态出发、使用某种策略进行

采样，执行该策略 T 步并获得轨迹

< Xo ， α0 ， T1 , X1 ， α1， T2 , . . . , XT-1 ， αT-l ， TT , XT >, 

然后，对轨迹中出现的每一对状态m动作?记录其后的奖赏之和，作为该状态自动

作对的一次累积奖赏采样值.多次来样得到多条轨迹后，将每个状态·动作对的

累积奖赏采样值进行平均，即得到状态-动作值函数的估计.

可以看出?欲较好地获得值的数的估计，就需要多条不同的来样轨迹.然

而，我们的策略有可能是确定性的7 即对于某个状态只会输出一个动作?若使用

这样的策略进行采样?则只能得到多条相同的轨迹.这与 K 摇臂赌博机的"仅

利用"法面临相同的问题7 时此可借鉴探索与利用折中的办法，例如使用←贪

心法?以 ε 的概率从所有胡作中均匀随机选取一个，以 1-E 的概率选取当前最

优动作.我们将确定性的策略付称为 "1尿桌始策略

法的策略记为
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假定只有一个最优动作

默认均匀概率选取动作

采样第 s 条轨迹.

对每一个状态动作对，

计算轨迹中的累积奖赏.

式(16勾史新平均奖赏.

根据值函数得到策略

第 16 章强化学习

1 7T (X) , 以概率 1- E; 
7TE(X) = < '" - - (16.20) 

IA 中以均匀概率选取的动作， 以概率 E.

对于最大化值函数的原始策略霄= argmaxαQ忡， α)，其←贪心策略扩中，当前

最优动作被选中的概率是 1-E 十南，而每个非最优动作被选中的概率是由

于是，每个动作都奇可能被选取，而多次采样将会产生不同的采样轨迹.

与策略选代算法类似，使用蒙特卡罗方法进行策略评估后，同样要对策

略进行改进.前面在讨论策略改进时利用了式(16.16)揭磊的单调性，通过换

入当前最优动作来改进策略.对于任意原始策略霄，其 E-贪心策略 f 仅是将

ε 的概率均匀分配给所有动作，因此对于最大化值函数的原始策略扩7 同样有

Qπ (X ， 霄'(X)) ;;;::: v付(X) ， 于是式(16.16)仍成立，即可以使用问样方法来进行策略

改进.

图 16.10 给出了上述过程的算法描述，这里被评估与被改进的是同一个策

略，因此称为"同策略" (on-policy )蒙特卡罗强化学习算法.算法中奖赏均值

采用增量式计算，每来样出一条轨迹，就根据该轨迹涉及的所有"状态-动作"

对来对值函数进行更新.

输入:环境 E;
动作空间 A;
起始状态 xo;
策略执行步数 T.

过程:

1: Q(x, a) = 0，川的(x ， a) = 0，巾， α)= 司司;
2: for s = 1,2, . .. do 
3: 在 E 中执行策略贺产生轨迹

< xo ， α 口 ， rl ， xl ， α1 ， r2 ，...， XT-l ， αT-l ， rT ， XT >; 
4: fort=O,1,...,T-1 do 

5: R = T=-t I:乙t+l ri; 
6: Q(町，向) = 2(町'注22士;31t)+R;
7: ∞unt(町，向) = count(xt ，向)+1
8: end 如r

9: 对所有已见状态 X:

I argmaxa , Q(x ， 的， 以概率 1-E
霄(x ， a) == < ::, ~~-~-~-:U~ ,-J: ~:' ~ :;_，~ tr~ _:_ 

l 以均匀概率从 A 中选取动作， 以概率 ε.

10: end for 

输出:策略作

图 16.10 同策略蒙特卡罗强化学习算法
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同策略蒙特卡罗强化学习算法最终产生的是←贪心策略.然而，引入←贪

心是为了便于策略评估，在使用策略时并不需要←贪心;实际上我们希望改进

的是原始(非 ε-贪心)策略.那么，能否仅在策略评估时引入 f-贪心，而在策略改

进时却改进原始策略呢?

这其实是可行的.不妨用两个不同的策略贺和汗'来产生采样轨迹，两者的

区别在于每个"状态-动作对"被采样的概率不同.一般的，函数 f在概率分布

p 下的期望可表达为

E[fl =护)f(x队 (16.21)

可通过从概率分布p上的采样 {Xl，吨，...， xm} 来估计 f 的期望，即

血[fl = 卢艺 f(x) 阳2)

若引入另一个分布 q， 则函数 f 在概率分布p下的期望也可等价地写为

r I_'P(X) E[fl = I q(x) 一~~~ f(x)dx . (16.23) Jx "n q(x) 

上式可看作指f(x) 在分布 q 下的期望，因此通过在 q 上的采样间，

吨， ...， x~} 可估计为

1ζ~p(xD 
皿[fl=~_): 一土f(xD.

mξr q(xD 
(16.24) 

回到我们的问题上来，使用策略作的来样轨迹来评估策略霄，实际上就是

对累积奖赏估计期望

Q(吼叫艺η (16.25) 

若改用策略作'的采样轨迹来评估策略霄，则仅需对累积奖赏加权，即

咽 m D霄

Q(x,a) = 本主革凡 (16.26) 

其中 Pf 和 Pf' 分别表示两个策略产生第 4 条轨迹的概率.对于给定的一条轨

迹(句，句， r1，.. 叮叮-1，即-1， rT ， XT) ， 策略霄产生该轨迹的概率为

T-l 

p 7r = rr 71"(町，向)PE→Xi+l (16.27) 
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默认均匀概率选取动作

采样第 8条轨迹

重要性采样系数

计算修正的累积奖赏

式(16.2) 史新平均奖赏

根据值函数得到策略，
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虽然这里用到了环齿的转移概率 pt→Xi十1 '但式(16.24)中实际只需两个策略概

率的比值
p计 ι1 汀(x乞， αí)
十二

P霄，士;1 扩(x州)
(16.28) 

若 T 为确定性策略而扩;是作的 E-贪心策略，则 7T (X毡， αí) 始终为 1 ， 7T' (句，向)

为由或 1-E+ 曲，于是就能对策略作进行评估了.图 16.11 给出了"异策

略" (off-policy) 蒙特卡罗强化学习算法的描述.

输入:环境 E;
动作宅间 A:
起始状态均，
策略执行步数 T.

过程:
1: Q(x,a) = 0, count(川)斗，巾，α)= 古到;
2: for s = 1,2, . . . do 
3: 在 E 中执行作的 E-贪心策略产生轨迹

< xo ， α0 ， r l, Xl ， α1 ， r2 ，'" ， XT-l ， αT-l ， rT ， xT >j 

4: 如= ~ 1___ E + E/IAI，向=巾) ; .0 1 E/IAI, 向井 τ(x) ，

5: for t = 0.1……T 一 1 do 
6: R = T~t 艺Lt+1 (r川 HZLz1 去) ; 
7: Q(Xt , at) = Q(町'2izzttr)+R;
8: c∞ou皿I

9止 end for 
10: 霄(x) = argmaxα I Q(x, a') 
11: end for 

输出:策略叮

图 16.11 异策略蒙特卡罗强化学习算法

16.4.2 时序差分学习

蒙特卡罗强化学习算法通过考虑采样轨迹?克服了模型未知给策略估计造

成的困难.此类算法需在完成一个采样轨迹后再更新策略的值估计?而前而介

绍的基于动态规划的策略迭代和值迭代算法在每执行→步策略后就进行值函

数更新.两者相比?蒙特卡罗强化学习算法的效率低得多?这里的主要问题是

蒙特卡罗强化学习算法没有充分利用强化学习任务的 MDP 结构.时序主分

(Temporal Difference，简称 TD) 学斗则结合了动态规划与蒙特卡罗方法的思

想，能做到更高效的免模型学习.

蒙特卡罗强化学习算法的本质，是通过多次尝试后求平均未作为期望累
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积奖赏的近似?但它在求平均时是"批处理式"进行的?即在一个完整的采

样轨迹完成后再对所有的状态-动作对进行更新.实际上这个更新过程能增

量式进行.对于状态-动作对 (x ， α)，不妨假远基于 t 个采样己估计出值函数

Qt(x ， α) = t 2::;=1 ri ， 则在得到第 t+1 个采样 η+1 时，类似式(16.3) ，有

Qf+l (x ,a) = Qf(x,a) +山h+l -Qf川川9)

显然，只需给 Qt(x ， a) 加上增量击(rt+l - Qt(X, a)) 即可更一般的，将击
替换为系数 αt+l ， 则可将增量项写作 αt+l (rt+l - Qt(吼叫).在实践中通常令

αt 为一个较小的正数值 α，若将 Qf怡， α) 展开为每步累积奖赏之和，则可看出

系数之和为 1，即令 αt= α 不会影响 Qt 是累积奖赏之和这一性质.更新步长 α

越大?则越靠后的累积奖赏越重要.

以 γ 折扣累积奖赏为例7 利用动态规划方法且考虑到模型未知时使用状

态-动作值函数更方便?由式(16.10)有

Q1r (x ,a) = 汇 P::-+x， (R~→JγV1r (X')) 
x'EX 

口 2二 PJ→扩 (R~._"x' 十 γ 艺汀(x' ， a')Q1r (x' , a')). (16.30) 
x'EX a' 丘A

通过增量求和可得

Qf+l (尘， α) = Qf(队 α)+α (R~→x' + γQf(x' ， α') - Qf(几 α)) , (16.31) 

其中 x' 是前一次在状态 z 执行动作 α 后转移到的状态， α， -是策略 π 在 x' 上选

择的动作.

使用式(16.3日，每执行一步策略就更新一次值函数估计，于是得到图 16.12

的算法.该算法由于每次更新值函数需知道前一步的状态(state)、前一步的动

作(actio口)、奖赏值(reward)、当前状态(state)、将要执行的动作(actio时，由

字32;;英文羊坷的首 此得名为 Sarsa 算i法去 [R叩叫町r 缸m削1吐川dN阳i让阳rar叫a创I
略算法'算法中评估(第 6 才行于η)、执行(第 5 行)的均为←贪心策略.

将 Sarsa 修改为异策略算法，则得到图 16.13 描述的 Q-学习 (Q卡arni吨)算

法 [Watkins and Dayan, 1992]，该算法评估(第 6 行)的是←贪心策略?而执行(第

5 行)的是原始策略.
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默认均匀概率选取动作.

单步执行策略

原始策略的 ε 贪心策咯

式(16.31)更新位函数

默认均匀概率选取动作.

单步执行策略

原始策略.

式(16.31)更新值函数-

输入:环境 E;

过程:

动作空间 A;
起始状态 xo;
奖赏折扣 γ;
更新步长 α

1: Q(X, a) = 0 , 1l" (x , a) = 时司;
2: x = xo ， α= 汀(叶;
3: for t = 1,2, . .. do 
4: r,x' = 在 E 中执行动作 α 产生的奖赏与转移的状态;
5: a' = πε (x'); 

6: Q(x, a) = Q(x, a) + α (r 十 γQ(x' ， a') - Q(x, a)); 
7: 霄(x) = argmaxa" Q怡， α") ; 
8: x=x' ， α=α' 
9: end for 

输出:策略霄

输入:环境 E;

过程:

动作空间 A;
起始状态 xo;
奖赏折扣 γ;
更新步长白.

圄 16.12 Sarsa 算法

1: Q(x, a) = 0，霄(x ， a) = 时司;
2: x = xo; 
3: for t = 1,2, . . . do 

第 16 章强化学习

4: r ,x' = 在 E 中执行动作 1l"<(x) 产生的奖赏与转移的状态;
5: a' = 汀(x');

6: Q(x, a) = Q(x , a) + α (r+ γQ(x' ， a') - Q怡， α));
7: 付 (x) = argmaxa " Q(尘， α") ; 
8: x =x' ， α=α' 
9: end for 
输出:策略汀

图 16.13 Q-学习算法

16.5 值函数近似

前面我们一直假定强化学习任务是在有限状态空间上进行，每个状态可

用一个编号来指代;值面数则是关于有限状态的"表格值函数" (tabular value 

functio时，即值函数能表示为一个数组，输入 i 对应的函数值就是数组元素 4 的

值，且更成一个状态上的值不会影响其他状态上的值.然而，现实强化学习任务
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所面临的状态空间往往是连续的，有无穷多个状态.这该怎么办呢?

一个直接的想法是对状态空间进行离散化，将连续状态空间转化为有限离

散状态空间?然后就能使用前面介绍的方法求解.遗憾的是，如何有效地对状态

空间进行离散化是一个难题，尤其是在对状态空间进行探索之前.

实际上，我们不妨直接对连续状态空间的值函数进行学习.假定状态空间

为 η 维实数空间 X = Jæn ， 此时显然无法用表格值函数来记录状态值.先考虑简

单情形，即值函数能表达为状态的线性函数 [Busoniu et al., 2010] 

均(x) = θTX ， (16.32) 

其中 z 为状态向量， θ 为参数向量.由于此时的值函数难以像有限状态那

样精确记录每个状态的值，因此这样值函数的求解被称为值函数近似 (value

function approximatio时.

我们希望通过式(16.32)学得的值函数尽可能近似真实值函数 V7r，近似程

度常用最小二乘误差来度量:

局=lE…[(俨 (x) 一比例)斗， .(16.33) 

其中lEæ叫表示由策略汀所采样而得的状态上的期望.

为了使误差最小化，采用梯度下降法，对误差求负导数

θE(} lr.' rθ比(x) l 
3百= lEæ叫 I 2 (V7r (x) 协(叫)丁'~~J I 

= lEæ叫 [2(V作 (x) 一均(x) ) 剖， (16.34) 

于是可得到对于单个样本的更新规则

θ=θ 十 α (V贺 (x) 均(x)) x . (16.35) 

、我们并不知道策略的真实值函数 V飞但可借助时序差分学习，基于

V作 (x) = r 十 γVπ (x') 用当前估计的值函数代替真实值函数，即

θ=θ+α(r+ γ均 (x') 一均(x)) x 

=()十 α(r+ γθTX' 一 θTX) X , (16.36) 
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核方法参见第 6 章.

原始策略的←贪心策略.

式(16.36)史新参数.

亦称"学徒学习"

(apprenticeship learning) , 

"示范学习" (Iearning 
from demonstration) , "观

察学习" (Iearning by 
watching); 与机器学习早
期的"示教学习"有直接
联系，参几1.5 节
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其中 x' 是下一时刻的状态.

需注意的是，在时序差分学习中需要状态"动作值函数以便获取策略.这里

一种简单的做法是令 θ 作用于表示状态和动作的联合向量上，例如给状态向量

增加一维用于存放动作编号，即将式(16.32)中的 m 替换为 (x; α); 另一种做法是

用。/1 对动作选择进行编码得到向量 α= (0; . . . ; 1; . . . ; 0)，其中 "1" 表示该动

作被选择，再将状态向量与其合并得到 (x; α)，用于替换式(16.32)中的 x. 这样

就使得线性近似的对象为状态-动作值函数.

基于线性值面数近似来替代 Sarsa 算法中的值面数，即可得到图 16.14 的

线性值函数近似 Sarsa 算法.类似地可得到线性值函数近似 Q-学习算法.显然，

可以容易地用其他学习方法来代替式(16.32)中的线性学习器，例如通过引入核

方法实现非线性值函数近似.

输入:环境 E;

过程:

动作空间 A;
起始状态 XQ;
奖赏折扣 γ;
更新步长 α.

1: (J = 0; 
2: æ 口町， α= 何(æ) = arg maxa" θT(æ;α") ; 
3: for t = 1,2, . . . do 
4: r ,æ' = 在 E 中执行动作 α 产生的奖赏与转移的状态;
5: a' = 7l"气的;

6:θ=θ+α(r+ γ(JT(æ'; a') 一 θT(æ;α))(æ;α);
7: 7l"(æ) = argmaxα"θT(æ; a"); 
8: æ = æ' ， α=α' 
9: end for 
输出:策略霄

圄 16.14 线性值函数近似 Sarsa 算法

16.6 模仿学习

在强化学习的经典任务设置中，机器所能获得的反馈信息仅有多步决策后

的累积奖赏，但在现实任务中，往往能得到人类专家的决策过程范例，例如在种

瓜任务上能得到农业专家的种植过程范例.从这样的范例中学习，称为"模仿

学习" (imitation "learning). 
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16.6.1 直接模仿学习

强化学习任务中多步决策的搜索空间巨大，基于累积奖赏来学习很多步之

前的合适决策非常困难'而直接模仿仿，人类专家的"状态-动作对P刃P 白闯J民显显著缓解这

一困难'我们称其为"直接模仿学习

假定我们获得了一批人类专家的决策轨迹数据{卡T1 ，7:咆2鸟，. .…川.叮，7;阳m} ， 每条轨迹

包含状态和动作序列

η= (sí， αì， S2'αL …， S~i +l)' 

其中 ni 为第 4 条轨迹中的转移次数.

有了这样的数据，就相当于告际机器在什么状态下应选择什么动作，于是

可利用监督学习来学得符合人类专家决策轨迹数据的策略.

我们可将所有轨迹上的所有"状态-动作对"抽取出来，构造出一个新的数

据集合

D = {(Sl， α1) ， (S2 ， α2) ,…, (SE~l ni' aE~l ni)} , 

即把状态作为特征，动作作为标记;然后，对这个新构造出的数据集合 D 使用

分类(对于离散动作)或回归(对于连续动作)算法即可学得策略模型.学得的这

个策略模型可作为机器进行强化学习的初始策略，再通过强化学习方法基于环

境反馈进行改进，从而获得更好的策略.

16.6.2 逆强化学习

在很多任务中，设计桨棠函数往往相当困难，从人类专家提供的也例数据

中反推出奖赏函数有助于解决该问题?这就是逆强化学习 (inverse reinforce­

ment learning) [Abbeel and Ng, 2004]. 

在逆强化学习中，我们知道状态空间 X、动作空间 A， 并且与直接模仿学

习类似?有一个决策轨迹数据集 {T1 ， T2 ， … 7 日}.逆强化学习的基本思想是:欲

使机器做出与范例一致的行为 7 等价于在某个奖赏函数的环境中求解最优策略，

该最优策略所产生的轨迹与范例数据一致.换言之，我们要寻找某种奖赏函数

使得范例数据是最优的，然后即可使用这个奖赏函数来训练强化学习策略.

不妨假设奖赏函数能表达为状态特征的线性函数，即 R(x) wTx 于是，

策略汀的祟积奖赏叫写为

r+∞ 1 r+∞ 1 

ρ贺二lE l汇γtR(xt) I 汀 I =E I 汇 γtwTXt I 作|
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=山[兰何|汀] (16.37) 

即状态向量加权和的期望与系数ω 的内积.

将状态向量的期望lE [Lt写俨叫汗]简写为 t 注意到获得F 需求取期

望.我们可使用蒙特卡罗方法通过来样来近似期望?而范例轨迹数据集恰可看

作最优策略的一个来样，于是，可将每条范例轨迹上的状态加权求和再平均，记

为矿.对于最优奖赏函数 R(x) = ω*TX 和任意其他策略产生的军飞有

ω*T扩 ω*TX7r ω*T(矿 - X11") ?: 0 . (16.38) 

若能对所有策略计算出(矿 -F)，即可解出

旷工町gm阻 minωT(矿 -F) (16.39) 
龟1) " 

S.t. 11ω11 ~ 1 

显然，我们难以获得所有策略，一个较好的办法是从随机策略开始，迭代地

求解更好的奖赏函数，基于奖赏函数获得更好的策略，直至最终获得最符合范

例轨迹数据集的奖赏函数和策略如图 16.15 算法所示.注意在求解更好的奖

赏函数时，需将式(16.39)中对所有策略求最小改为对之前学得的策略求最小.

输入:环境 E;

过程:

状态空间 X;
动作空间 A;
范例轨迹数据集 D={1'"lJ 他 ...， 7m }.

1: 矿=从范例轨迹中算出状态加权和的均值向量;
2: 1[' =随机策略;
3: for t = 1 ， 2尸.. do 
4: 可=从 T 的采样轨迹算出状态加权和的均值向量;
5: 求解 ω* 二 argmax四 minf=l wT(æ* 一可) S.t. 11ω11 :S; 1; 
6: 1[' =在环境 (X， A ， R(æ) = W*Tæ) 中求解最优策略;
7: end for 

输出:奖赏函数 R(æ)=w*Tæ 与策略作

固 16.15 迭代式逆强化学习算法



16.7 阅读材料

"后悔" (regret)是指在
不确定性条件下的决策与
确定性条件下的决策所获
得的奖赏间的差别

Samuel 跳棋工作参见
p.22. 

393 

16.7 阅读材料

强化学习专门书籍中最著名的是 [Sutton and Barto, 1998]. [Gosavi, 2003] 

从优化的角度来讨论强化学习， [Whiteson, 2010] 则侧重于介绍基于演化算法

搜索的强化学习方法. [Mausam and Kolobov, 2012] 从马尔可夫决策过程的视

角介绍强化学习， [Sigaud and Buffet, 2010] 覆盖了很多内容?包括本章未介绍

的部分可观察马尔可夫决策过程 (Partially Observable MDP，简称 POMDP) 、

策略梯度法等.基于值函数近似的强化学习可参阅 [Busoniu et al., 2010]. 

欧洲强化学习研讨会(EWRL)是专门性的强化学习系列研讨会?多学科强

化学习与决策会议(RLDM)则是从 2013 年开始的新会议.

[Kaelbling et al., 1996] 是一个较早的强化学习综述， [Kober et 址， 2013;

Deisenroth et 此， 2013] 则综述了强化学习在机器人领域的应用.

[Kuleshov and Precup, 2000] 和 [Vermorel and Mohri , 2005] 介绍了多种

K-摇臂赌博机算法井进行了比较.多摇臂赌博机模型在统计学领域有大量研

究 [Berry and Ftistedt , 1985]，近年来在"在线学习" (online learning) 、 "对

抗学习" (adversariallearning) 等方面有广泛应用， [Bubeck and Cesa-Bianchi, 

2012] 对其"悔界" (regret bound)分析方面的结果进行了综述.

时序差分(TD)学习最早是 A. Samuel 在他著名的跳棋工作中提出?

[Sutton, 1988] 提出了 TD(λ) 算法，由于 [Tesauro ， 1995] 基于 TD(λ) 研制的

TD-Gammon 程序在西洋双陆棋上达到人类世界冠军水平而使 TD 学习备受

关注. Q-学习算法是 [Watkins and Dayan, 1992] 提出， Sarsa 则是在 Q-学习算

法基础上的改进 [Rummery and Niranjan, 1994]. TD 学习近年来仍有改进和

推广，例如广义 TD 学习 [Ueno et al., 2011]、使用资格迹(eligibility traces) 的

TD 学习 [Geist and Scherrer, 2014]等. [Dann et 址， 2014] 对 TD 学习中的策略

评估方法进行了比较.

模仿学习被认为是强化学习提速的重要手段 [Lin ， 1992; Price and Boutili­

er , 2003]，在机器人领域被广泛使用 [Argall et al., 2009]. [Abbeel and Ng, 2004; 

Langford and Zadroz町， 2005] 提出了逆强化学习方法.

在运筹学与控制论领域，强化学习方面的研究被称为"近似动态规

划" (approximate dynamic programming)，可参阅 [Bertseka日， 2012].
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习题

16.1 用于 K-摇'胃赌博机的 UCB (Upper Confidence Bound，上置信界)方

法每次选择 Q(k) + UC(k) 最大的摇臂，其中 Q(k) 为摇臂 k 当前的平

均奖赏， UC(k) 为置信区间.例如

Q(k) +川
其中 η 为己执行所有摇臂的总次数， nk 为己执行摇臂 k 的次数.试比

较 UCB 方法与←贪心法和 Softmax 方法的异同.

16.2 借鉴图 16.7，试写出基于 γ 折扣奖赏函数的策略评估算法

16.3 借鉴图 16.8，试写出基于 γ 折扣奖赏函数的策略选代算法.

16.4 在没有 MDP 模型时，可以先学习 MDP 模型(例如使用随机策略进行

采样，从样本中估计出转移函数和奖赏函数)，然后再使用有模型强化

学习方法.试述该方法与免模型强化学习方法的优缺点.

16.5 试推导出 Sarsa 算法的更新公式(16.31 ). 

16.6 试借鉴图 16.14 给出线性值函数近似 Q-学习算法.

16.7 线性值函数近似在实践中往往有较大误差.试结合 BP 神经网络?将

线性值函数近似 Sarsa 算法推广为使用神经网络近似的 Sarsa 算法.

16.8 试结合核方法，将线性值函数近似 Sarsa 算法推广为使用核函数的非

线性值函数近似 Sarsa 算法.

16.9 对于目标驱动 (goal-directed) 的强化学习任务，目标是到达某一状态，

例如将汽车驾驶到预定位置.试为这样的任务设置奖赏函数，并讨论

不同奖赏函数的作用(例如每→步未达目标的奖赏为 0、 -1 或 1).

16.10* 与传统监督学习不同?直接模仿学习在不同时刻所面临的数据分布可

能不同.试设计一个考虑不 rRJ时刻数据分布变化的模仿学马算法.
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休息一会儿

切比雪夫在圣彼得堡大

学培养出马尔可夫、李亚
普诺夫、柯尔金、格拉维
等著名数学家，还影响了
圣彼得堡大学之外的很多

数学家. 圣彼得堡学派标

志着俄罗斯数学走到了世
界前沿

休息一会儿

小故事:马尔可夫决策过程与安德烈·马尔可夫

安德烈·安德烈维奇·马尔可夫(Andrey Andreyevich 

~arkov， 1856--1922)是著名俄罗斯数学家、圣彼得堡数学

学派代表性人物，在概率论、数论、函数逼近论、微分方程

等方面有重要贡献.

马尔可夫出生在莫斯科东南的梁赞(Ryazan) ， 17 岁时

397 

独立发现了一种线性常微分方程的解法，引起了圣彼得堡大学几位数学家的注

意. 1874 年他考入圣彼得堡大学数学系 ， 1878 年毕业并留校任教， 1884 年获博

士学位， 导师是圣彼得堡学派领袖、著名数学家切比雪夫.此后马尔可夫一直

在圣彼得堡大学任教.马尔可夫在早期主要是沿着切比雪夫开创的方向，改进

和完善了大数定律和中心极限定理，但他最重要的工作无疑是开辟了随机过程

这个领域.他在1906--1912年间提出了马尔可夫链，开创了对马尔可夫过程的

研究.现实世界里小到分子的布朗运动、大到传染病流行过程，马尔可夫过程

几乎无所不在.在他的名著《概率演算》中 ， 马尔可夫是以普希金的长诗《叶

甫根尼·奥涅金》中元、辅音字母变化的规律为例来展示马尔可夫链的性质.

马尔可夫决策过程是马尔可夫过程与确定性动态规划的结合，基本思想在二十

世纪五十年代出现，此时马尔可夫已去世三十多年了.

马尔可夫的儿子也叫安德烈·安德烈维奇·马尔可夫(1903--1979) ， 也是

著名数学家，数理逻辑中的"马尔可夫原则" (~arkov Principle) 、 "马尔可夫

规则" (~arkov Rule) ， 理论计算机科学中图灵完备的"马尔可夫算法"等，是

以小马尔可夫的名字命名的.马尔可夫的弟弟弗拉基米尔.安德烈维奇·马尔

可夫(1871--1897)也是一位数学家，"马尔可夫兄弟不等式" 就是以他和哥哥

安德烈的名字命名的.





附录

A 矩阵

A.l 基本演算

记实矩阵 Aε ~mxn 第 4 行第 j 列的元素为 (A)ij = Aj. 矩阵 A 的转

置(transpose )记7'1 AT, (AT)ij = Aρ· 显然，

(A+B)T=AT 十 BT ，

(AB)T = BT A T . 

(A.l) 

(A.2) 

对于矩阵 Aε~mx飞若 m=n 则称为 n 阶方阵.用 1" 表示 n 阶单位阵，方阵

常直接用 I 表示单位阵. A 的逆矩阵 A一1 满足 AA一1 = A-1A = 1. 不难发现，

(AT )-1 = (A-1)T , 

(AB)一 1 =B • lA-1 . 

(A.3) 

(A.4) 

对于 n 阶方阵 A，它的迹(tr配e)是主对角线上的元素之和，即 tr(A) = 

I:~=1 Ai. 迹有如下性质:

tr(A T) = tr(A) , 

tr(A + B) = tr(A) + tr(B) , 

tr(AB) = tr(BA) , 

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB) . 

n 阶方阵 A 的行列式(determinant)定义为

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

det(A) = L par(σ)A1a1 A2σ2 • • • A1a饵 ， (A.9) 
uESn 

其中 8n 为所有 η 阶排列(permutation) 的集合， par(σ) 的值为 1 或 +1 取决

于 σ 口 (σ1 ， σ2 ，... ，叫)为奇排列或偶排列，即其中出现降序的次数为奇数或偶
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数，例如 (1 ， 3 ， 2) 中降序次数为 1 ， (1 ， 4 ， 3 ， 2) 中降序次数为 2. 对于单位阵，有

det(I) = 1.对于 2 阶方阵?有
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n 阶方阵 A 的行列式有如下性质:

det(cA) = cn det(A) , 

det(A T) = det(A) , 

d的(AB) = det(A) det(B) , 

det(A一1) = det(A)-l , 

det(A n) = det(A)n . 

(A. lO) 

(A.ll) 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

矩阵 Aε ]Rm阳的Frobenius 范数定义为

11队|陆AI川忖|陆F户叫川=→→牛(tr叫tr

容易看出，矩阵的Frobenius 范数就是将矩阵张成向量后的 L2 范数.

(A.15) 

A.2 导数

向量 α 相对于标量尘的导数(derivative)，以及 z 相对于 α 的导数都是向

量，其第 4 个分量分别为

(~:) i =尝，
(去) i =去

(A.16) 

(A.17) 

类似的，矩阵 A 对于标量 z 的导数，以及 z 对于 A 的导数都是矩阵，其第

4 行第 j 列土的元素分别为

(尝);24 ， (A.18) 
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。相对于 z 为常向量.
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也)叼=是; (A.19) 

对于函数 f(叫，假定其对向量的元素可导?则 f(æ) 关于 2 的一阶导数是

一个向量，其第 4 个分量为

。f(æ)
(町 (z))t=7277 (A.20) 

f(æ) 关于 z 的二阶导数是称为海森矩阵(Hessian matrix)的一个方阵，其第 4

行第 j 列上的元素为
2δ2f(æ) 

(\12f (æ))η= 苟刁石·

向量和矩阵的寻数满足乘法法则(product rule) 

θæTαθαTæ 
åæ 二 θz 一 α ，

。ABθAθB
一一一=一-B 十 A一一.
θmθzθæ 

由 A-1A=I和式(A.23)，逆矩阵的导数可表示为

θA一1 . 1 åA 唱
一?一 =-A-'-_--A-'

ax ax 

若求导的标量是矩阵 A 的元素，则有

进而有

θtr(AB) T> 

θAij → ~J' , 

θtr(AB) r> T 
。A 一

θtr(ATB) T> 

。A -, 

θtr(A) T 

θA -, 
δ仕(ABAT)

二 A(B+BT) . 
åA 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

(A.24) 

(A.25) 

(A.26) 

(A.27) 

(A.28) 

(A.29) 
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由式(A.15)和 (A.29)有

θIIAII}δtr(AAT) 
一一一→=一←一一一→ =2A.
θAδA 

附录

(A.30) 

链式法贝!J (chain rule)是计算复杂导数时的重要工具.简单地说，若函数 f

是 g 和 h 的复合?即 f(x) = g (h (x)) ， 则有

θf(x) θg(h(x)) θh(x) 

θzθh(x) θz 

例如在计算下式时，将 Ax-b 看作一个整体可简化计算:

Tθ(Ax - b) 
瓦(Ax - byW(Ax - b) = 二万王一 . 2W(Ax- b) 

= 2AW(Ax - b) . 

A.3 奇异值分解

任意实矩阵Aε ]Rmxn 都可分解为

A=U:EyT 

(A.31) 

(A.32) 

(A.33) 

其中， Uε ]Rmxm 是满足 uTU 二 I 的 m 阶西矩阵(unitary matrix); Yε ]Rnxn 

是满足 yTY=I 的 n 阶国矩阵;:E ε ]R'Tn X旧是 mxn 的矩阵，其中(:E)ii =町

常将奇异值按降序排列 且其他位置的元素均为 0， σz 为非负实数且满足 σ1 注 σ2:;::: …注 O.
以确保 E 的唯一性

当 A 为对称正定矩阵 式(A.33)中的分解称为奇异值分解(Sir耶Ilar Value Decomposition，简称

时，奇异值分解与特征值 SVD)，其中 U 的列向量 Ui 巳]Rm 称为 A 的左奇异向量(leιsi吨ular vector) , 
分解结采相同.

V 的刘向量均巳 ]Rn 称为 A 的右奇异向量(right-singular vector) ， σz 称为奇异

值(singular value). 矩阵 A 的秩(rank)就等于非零奇异值的个数.

奇异值分解有广泛的用途，例如对于低秩矩阵近似(low町r:ank matrix ap­

proximation) 问题，给定一个秩为 T 的矩阵 A，欲求其最优 k 秩近似矩阵 A，

k:::;; r ， 该问题可形式化为

mm IIA-AIIF (A.34) 
AElRmxn 

s.t. rank(A) = k . 
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奇异值分解提供了上述问题的解析解:对矩阵 A 进行奇异值分解后，将矩

阵 2 中的 r-k 个最小的奇异值置零获得矩阵:Ek，即仅保留最大的 k 个奇异

值?则

Ak = Uk:EkVf' (A.35) 

就是式(A.34)的最忧解，其中 Uk 和 Vk 分别是式(A.33)中的前 k 列组成的矩

阵.这个结果称为 Ed也rt-Young咽Mirsky 定理.

B 优化

B.1 拉格朗日乘子法

拉格朗日乘于法(Lagrange multipliers)是→种寻找多元函数在→组约束下

的极值的方法.通过引入拉格朗日乘子，可将有 d 个变量与 k 个约束条件的最

优化问题转化为具有 d 十 k 个变量的无约束优化问题求解.

先考虑 d个等式约束的优化问题.假定 z 为 d 维向量?欲寻找 z 的某个取

值旷，使目标函数 f(x) 最小且同时满足 g(x) = 0 的约束.从几何角度看，该问
题的日标是在由方程 g(x) = 0 确定的 d-1 维曲面上寻找能使目标函数 f(x)

斗目:丰等值线与约束曲面 最小化的点此时不难得到如下结论:

可通过反证法证明若

梯皮'Vf(æ*) 与约束曲面 ·对于约束曲面上的任意点 x， 该点的梯度 'Vg(x) 正交于约束曲面;
不正交1 则仍可在约束曲

面丰移动该点使函数佳选 .在最优点矿，目标函数在该点的梯度 'Vf(旷)正交于约束曲面.
一步下降

由此可知，在最优点旷?如附国B.1 所示?梯度飞7g(x) 和 'Vf(x) 的方向必相同

戚相反，即存在 λ#0 使得

'V f(旷)+λ'Vg(矿) = 0 , 

对等式约束， λ 可能为 λ 称为拉格朗日乘子.定义拉格朗日函数
正也可能为负.

L(x ， λ) = f(x) 十 λg(x) , 

(B.1) 

(B.2) 

不难发现，将其对 z 的偏导数 'VæL间， λ) 置零即得式(B.l)，同时，将其对 λ 的

偏导数 VλL(x ， λ) 置霉即得约束条件 g(x) = 0 于是7 原约束优化问题吁转化

为对拉格朗日函数 L忡， λ) 的无约束优化问题.
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(a) 等式约束 (b) 不等式约束

附图B.l 拉格朗日来子法的几何含义: 在 (a) 等式约束 g(x) = 0 或 (b) 不等式约束

g(x) ζ 0 下 7 最小化目标函数 f(x). 红色曲线表示 g(x) = 0 构成的曲面 7 而其围成的
阴影区域表示 g(x) < 0. 

现在考虑不等式约束 g(x) 延 0，如附图B.1 所示，此时最优点扩 或在

g(x) < 0 的 区域中 ， i现在边界 g(x) = 0 上. 对于 g(x) < 0 的情形， 约束
g(x) 运 。 不起作用 ， 可直接通过条件 VJ(x) = 0 来获得最优点;这等价于将 λ

置零然后对 VæL忡， λ) 置零得到最优点 . g(x ) = 0 的情形类似于 七面等式约

束的分析7 但需注意的是7 此时 VJ(矿)1'内方 向必与 Vg(扩)相反， 即存在常数

λ >0 使得 VJ(扩)十 λVg(旷) = o. 整合这两种情形， 必满足 λg(x) = 0 因此，

在约束 g(x) 运 0 下最小化 J(x) ， 可转化为在如 F约束下最小化式(B.2) 的拉格

朗日的数:

l MZKO 
λ 二~ O ;

μ均 (x) = 0 . 

式(B.3)称为 Karush-Kuhn币lcker (简称KKT)条件.

(B.3) 

上述做法可推广到多个约束. 考虑具有 m 个等式约束和 η 个不等式约束?

且可行域 lDJ C Jæd 非空的优化问题

飞in J(x) (B.4) 

S.t . hi (X) = 0 (i = 1γ .. ， m) , 

gj(x) 运 o (j = 1 ， . . .， η) . 

引入拉格朗日乘子 λ =(λ1 ， 入2γ.. ，入m)T 和 μ=(μ1，的， . . . ， μn)T ， 相应的拉格
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朗日函数为

w
h
υ
 

B Z 
幻μ

'
 

n

艺
间

+ g h 
飞

A

m

艺
间

十
Z FJ = 

μ
 

λ
 

Z L 

由不等式约束引入的 KKT 条件(j =1 ， 2 ，...， n)为

… μj 二，， 0; (B.6) 

一个优化问题可以从两个角度来考察，即"主问题" (primal problem)和

"对偶问题" (dual proble叫.对主问题(B.4)，基于式(B.5)，其拉格朗曰"对偶

在推导对偶问题时，常 函数" (dual function) r : lR.m x lR.n 叶 R 定义为
通过将拉格朗日乘子
L怡， λ， μ) 对 z 求导并令
导数为 0，未获得对偶函数
的表达形式

μE二 0 表示 μ 的分量均
为非负

r(λ， μ)=地 L忡， λ， μ)

二地 (f(X) +卜(咛川)) (B.7) 

若￡ εD 为主问题(B.4)可行域中的点，则对任意 μ)>:0 和 λ 都有

三二 λihi(æ) 十三二 μjgj(æ) :::;; 0 , (B.8) 

进而有

r(λ?μ) = i咀 L(æ ， 入， μ) 运 L(x ， λ， μ) 运 1(x) . (B.9) 
æEollJ} 

若主问题(B.4)的最优值为扩，则对任意 μ)>:0 和 λ 都有

r(λ， μ) :::;; p* , (B. I0) 

即对偶函数给出了主问题最优值的下界.显然，这个F界取决于 μ 和 λ 的值.

于是，一个很自然的问题是:墓于对偶函数能获得的最好F界是什么?这就引

出了优化问题
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这称为 Slater 条件.

非标准二次规划/]问题中

可以包含等式约束目注意

到等式约未能用两个不等

式约未来代替;不等式约
束可通过增加松弛交雯的

方式转化为等式约束

附录

nu 
〉
一μ

 

ι
L
 

CO 、
‘E
J
'
，

μ
 

飞

A
J
'
'飞
飞

pi mJ 
m
λ
 

(B.ll) 

式(B. ll)就是主问题(B.4)的对偶问题，其中入和 μ 称为"对偶变量" (dual 

variable). 无论主问题(B.4)的凸性如何，对偶问题(B.ll)始终是凸优化问题.

考虑式(B.ll)的最优值♂，显然有矿《扩，这称为"弱对偶'性" (weak 

duality)成立;若 d* = p* ， 则称为"强对偶性" (strong duality)成立，此时由对

偶问题能获得主问题的最优下界.对于一般的优化问露，强对偶性通常不成立.

但是?若主问题为凸优化问题?如式(B.4)中 f(x) 和gj(X) 均为凸函数?仇(X) 为

仿射函数，且其可行域中至少有→点使不等式约束严格成立，则此时强对偶性

成立，值得注意的是，在强对偶性成立时，将拉格朗日函数分别对原变量和对偶

变量求导，再并令导数等于霉，即可得到原变量与对俑变量的数值关系.于是，

对偶问题解决了，主问题也就解决了.

B.2 二次规划

二次规划(Quadratic Programming，简称 QP)是一类典型的优化问题，包

括凸二次优化和非凸二次优化.在此类问题中，目标函数是变量的二次函数，而

约束条件是变量的线性不等式.

假定变量个数为 d， 约束条件的个数为 m，则标准的二次规划问题形如

mi丑 lzTQZ 十h
æ z 

s.t. Ax 运 b ，

(B.12) 

其中 m 为 d 维向量， Q E ]Rdxd 为实对称矩阵， A 芒]Rmxd 为实矩阵， b ξ ]Rm 和

cι ]Rd 为实向量， Ax 三二 b 的每一行对应一个约束.

若 Q 为半正走矩阵，则式(B.12) 目标函数是凸函数，相应的二次规划是凸

二次优化问题，此时若约束条件 Ax 延 b 定义的可行域不为墅，且目标函数在

此可行域有下界，则该问题将有全局最小值.若 Q 为E定矩阵，则该问题有唯

一的全局最小值.若 Q 为非正走矩阵，则式(B.12)是有多个平稳点和局部极小

点的 NP 难问题.

常用的二次规划解法有椭球法(ellipsoid method)、内点法(interior

point)、增广拉格朗日法(augmented Lagrangian)、梯度投影法(gradient pro­

jeetion) 等.若 Q 为正定矩阵，则相应的二次规划问题可由椭球法在多项式时

间内求解.
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X~O表示 X 半正定.

一阶方法仅使用目标函

数的一阶导数，不利用其
高阶导数
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B.3 半正定规划

半正定规划(Semi-Definite Programming，简称SDP)是一类凸优化问题，

其中的变量可组织成半正定对称矩阵形式，且优化问题的目标函数和约束都是

这些变量的线性函数.

给定 dxd 的对称矩阵X、 c，

c.x= 2:2: CijXij , (B.13) 

若 Ai (i = 1 ， 2，… ， m) 也是 dxd 的对称矩阵， bi(i=1 ， 2 ， … ， m) 为 m 个实数，

则半正定规划问题形如

min c.x 
X 

s.t. Ai. X = bi , i = 1, 2, . .叮 m

X>- O. 

(B.14) 

半正走规划与线性规划都拥有线性的目标函数和约束?但半正定规划中的

约束 X::::O 是一个非线性、非光滑约束条件.在优化理论中?半正定规划具有

一定的一般性，能将几种标准的优化问题(如线性规划、二次规划)统一起来.

常见的用于求解线性规划的内点法经过少许改造即可求解半正定规划问

题，但半正定规划的计算复杂度较高，难以直接用于大规模间题.

B.4 梯度下降法

梯度下降法(gradient descent)是一种常用的一阶(first-order)优化方法，是

求解无约束优化问题最简单、最经典的方法之一.

考虑无约束优化问题 minæ f(叫，其中 f(x) 为连续可微函数.若能构造一

个序列 xO ， x l， x2 .... 满足

f(X t+ l) < f(x t ) , t = 0, 1, 2,. (B.15) 

则不断执行该过程即可收敛到局部极小点.欲满足式(B.15)，根据泰勒展式有

f(x + ð.x) 巳 f(x) + ð.xTVf(x) , (B.16) 



408 

每步的步长 ìt 可不同目

L-Li pschitz条件是指对

于任意 æ，存在常数 L 使

得 IIVf(æ)11 运 L 成立

求解极大值问题时亦称

"坐标上升法" (coordi­
nate ascent) 

附录

于是，欲满足 f(x + Llx) < f(x) ， 可选择

Llx = 一γ\1f(x) , (B.17) 

其中步长 γ 是一个小常数.这就是梯度下降法.

若目标函数 f(x) 满足一些条件，则通过选取合适的步长，就能确保通过梯

度下降收敛到局部极小点.例如若 f(x) 满足 L-Lipschitz 条件，则将步长设置

为 1/(2L) 即可确保收敛到局部极小点.当目标函数为凸函数时，局部极小点就

对应着函数的全局最小点，此时梯度下降法可确保收敛到全局最优解.

当目标函数 f(x) 二阶连续可微时，可将式(B.16)替换为更精确的工阶泰勒

展式，这样就得到了牛顿法(Newton's method). 牛顿法是典型的二阶方法?其

迭代轮数远小于梯度下降法.但牛顿法使用了二阶导数 \12f(x) ， 其每轮迭代中

涉及到海森矩阵(A.21)的求逆，计算复杂度相当高，尤其在高维问题中几乎不

可行.若能以较低的计算代价寻找海森矩阵的近似逆矩阵，则可显著降低计算

开销，这就是拟牛顿法(qu础i-Newton method). 

B.5 坐标下降法

坐标下降法(coordinate descent)是一种非梯度优化方法，它在每步迭代中

沿一个坐标方向进行搜索，通过循环使用不同的坐标方向来达到目标函数的局

部极小值.

不妨假设目标是求解函数 f(x) 的极小值?其中 x = (X1' X2 , . . . ， Xd)T ε 

]Rd 是一个 d 维向量.从初始点 xO 开始，坐标下降法通过迭代地构造序列

X O, X 1, X气 来求解该问题， Xt+1 的第 4 个分量 4+1 构造为

t+1 _ ~__ _~，_ J!{ ~t+1 ~t+1 •. ..t 飞
Xi . - = arg mm H Xi' -, . . . , Xi~ i , y , Xi十1"" ， Xã) 

uεR 

通过执行此操作，显然有

f(xO ) 注 f(x1 ) ~ f(x 2 ) ~ ••• 

(B.18) 

(B.19) 

与梯度下降法类似?通过迭代执行该过程，序歹U X O, X 1 , X 2 , . . .能收敛到所期望

的局部极小点或驻点(stationary point). 

坐标下降法不需计算目标函数的梯度，在每步迭代中仅需求解一维搜索问

题，对于某些复杂问题计算较为简便.但若目标函数不光滑，则坐标下降法有可

能陷入非驻点(non-stationary point). 
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布.

以瑞士数学家雅各布­

f白努手Ij (Jacob Bernoulli , 

1654-1705)的名字命名.
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C 概率分布

(， 1 常见概率分布

本节简要介绍几种常见概率分布.对于每种分布，我们将给出概率密度函

数以及期望同-]-.方差 var[.] 和协方差 cov[. ， .]等几个主要的统计量.

(，1. 1 均匀分布

均匀分布(uniform distribution)是关于定义在区间忡，叫 (α < b) 上连续变

量的简单概率分布，其概率密度函数如附图0.1 所示.

p(x) 

U(x I 矶的
1 

b-a 

。

AA 

αb 

附图C.l 均匀分布的概率密度函数

p(x I 川) = U(X I a, b) = 击;
α +b 

Ehl=-r; 
(b 一 α)2

[x] = 一一一.
12 

x 

(0.1) 

(0.2) 

(0.3) 

不难发现，若变量 z 服从均匀分布 U(叫 0， 1) 且 α < b ， 则 α + (b 一 α)x 服

从均匀分布 U(x Iα ， b). 

(.1. 2 伯努利分布

伯努和j分布(Bernoulli distribution)是关于布尔变量 zε{O， l} 的概率分

布，其连续参数 με[0， 1] 表示变量 x=l 的概率.

P(x Iμ) = Ber叫xlμ)=μX (1 μ)l-x ; (0均
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对于参数 μ，二项分布
的共辄先验分布是贝塔分

布.共辄分布参几(，2.

lE [X] =μ; 

var[x] =μ(1 一 μ) . 

(0.5) 

(0.6) 

(，1. 3 二项分布

二项分布(binomial distribution)用以描述 N 次独立的伯努利实验中有 m

次成功(即 X = 1)的概率，其中每次伯努利实验成功的概率为 με[0 ， 1].

fN\ 盯
P(mIN， μ) = Bin(m I N， μ) = ! .. Jμm(l 一 μ)川-m; (0.7) 

\ml 

lE[X] = Nμ; (0.8) 

var[x] = Nμ(1 一 μ) . (0.9) 

当 N=l 时，二项分布退化为伯努利分布.

(，1.4 多项分布

若将伯努利分布由单变量扩展为 d维向量 æ，其中 Xi ε{0 ， 1} 且艺乙l Xi = 
1，并假设均取 1 的概率为 μi E [0 ， 1]，艺乙1μi = 1，则将得到离散概率分布

P(叫 μ) = rrμ?; 、
‘l
r

nu 
咱
i

c 
，
，E
‘
、

i=l 

lE[叫 :μ也; (0.11) 

(0.12) 

(0.13) 

var[Xi] =向(1 一问) ; 

cov[Xj ，的] = 1I[j = i]μ2 . 

在此基础上扩展二项分布则得到多项分布(multinomial distribution)，它

对于参数 μ，多项分布 描述了在 N 次独立实验中有 mi 次 Xi 口 1 的概率.
的共辄先验分布是狄利

克雷分布.共机分布参见
(,2. P(ml ,m2,... ,md I N， μ) = Mult(ml , m2 ， … ， mdI N， μ) 

N! τfr 
Hμ~i ; (0.14) 

ml!m2! ...叫!11

lE[mi] = Nμi ; (0.15) 
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var[mil = N向(1 - ,ui) ; 

cov[mj ,mil =-N的队

(C.16) 

(C.17) 

(，1. 5 贝塔分布

贝塔分布(Beta distribution)是关于连续变量 με [0 ， 1] 的概率分布7 它由

两个参数 α>0 和 b>O 确定，其概率密度函数如附图C.2 所示.

p(μ) 

。

Beta(μ10.5 ， 0.5) : 

, , , 
Beta(μ 1 1 ， 1) I 

、 --

,, 
,, , 

0.5 川
尸

nu 1 

附图C.2 贝塔分布的概率密度函数

r(α 十 b) α l h \b 
p(μ | 矶 的= Beta(μ|α， b) = μ 1(1 μ)。

r (a)r(b) 

1 一μα- 1 (1 一 μ)b-1 ; 
B(α， b) 

[μl= -L 
α + b ' 

(C.18) 

(C .19) 

mrbLl = [ JR ,

其中 r(α) 为 Gamma 函数

B(α， b) 为 Beta 函数

(C.20) 

岑
i

、d
d 

ρ
ν
 

α
 

ι
，ι
 ν 

∞
 

+ filo 
-­α

 

r 
(C .21) 

r(α) r(b) 
B(a, b) = 一-一

r(α 十 b)
(C.22) 
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当 α =b 二 1 时，贝塔分布退化为均匀分布.

C.1.6 狄利克雷分布

狄利克雷分布(Dirichlet distribution) 是关于一组 d 个连续变量向 ε[0， 1]

的概率分布，l:立1 向=1.令 μ=(μ1;μ2; . . . ; f-Ld) ， 参数 α=(α1;α2;... ;αd) ， 

向> 0 ， δ =L乙1αi.

以德国数学家狄利克雷
(1805-1859)的名字命名

E(δ) 击。i-1
p(μ|α) = Dir(μ|α)= 川

(α1)... r(αi) 艺
(C.23) 

(C.25) 

(C.26) 

(C.24) 
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当 d=2 时，狄利克雷分布退化为贝塔分布.

, C.1. 7 高斯分布

高斯分布(Gaussian distribution)亦称正态分布(normal distribution)，是应

用最为广泛的连续概率分布.

对于单变量 zε( ∞，∞)，高斯分布的参数为均值 με( ∞，∞)和方差

σ2> O. 附罔C.3 给出了在几组不同参数下南斯分布的概率密度函数.

f (x 一 μ)2 ) 
内|川) =N(x I 旷)=百万吨{丁7}

σ为标准差.

(C.27) 

(C.28) lE [x] = μ; 

(C.29) 

对于 d维向量队多元高斯分布的参数为 d 维均值向量 μ 和 dxd 的对称

正定协方差矩阵~.

var[x] =σ2 

(C.30) 

p(x Iμ， ~)=N阴阳，~)
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这里仅考虑高斯分布方
差已知、 均值服从先验的
情形

4 

C.2 共辄分布

p(x) 

一2

附图C.3 高斯分布的概率密度函数

lE[x] = μ ; 

cov[x] = ~ . 

4 z 
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(C.31) 

(C.32) 

假设变量 z 服从分布 P(x I 8)，其中。为参数， X = {X1 ,X2 , '" ， Xm} 为变

量 z 的观测样本， 假设参数@服从先验分布 II(θ).若由先验分布 II(8) 和抽样

分布 P(X I 8) 决定的后验分布 F(8 I X) 与 II(8) 是向种类型的分布，则称先

验分布 II(8) 为分布 P(X I 8) 或 P(X I 8) 的共辄分布(conjugate distribution). 

例如，假设 x ~ Ber且(x Iμ) ， X = {X1 , X2 ， … ， Xm} 为观测样本， x 为观测

样本的均值7μ~ Beta(μ | α， b) ， 其中 α， b 为己知参数， 则 μ 的后验分布

F(μI X) 仅 Beta(μ| 矶的P(X Iμ) 

μα-1 ( 1 一 μ)b-1 m-
二 μ X (1 μ)m-mx

1 、 μ叶时一1 ( 1 一 μ)b+m-mx-1
B(α +m幸 ， b +m - mx) 

= Beta(μ|α仁的 ， (C.33) 

亦为贝塔分布，其中 a' = α+m军， b' = b + m - mx， 这意味着贝塔分布与伯努

利分布共辄.类似可知，多项分布的共辄分布是狄利克雷分布7 而高斯分布的共

辄分布仍是高斯分布.
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先验分布反映了某种先验信息?后验分布既反映了先验分布提供的信息、

又反映了样本提供的信息.当先验分布与抽样分布共辄时，后验分布与先验分

布属于同种类型，这意味着先验信且与样本提供的信息具有某种同一性.于

是，若使用后验分布作为进一步抽样的先验分布?则新的后验分布仍将属于同

种类型.因此，共辄分布在不少情形下会使问题得以简化.例如在式(C.33)的

例子中，对服从伯努利分布的事件 X 使用贝塔先验分布?则贝塔分布的参数值

α 和 b 可视为对伯努利分布的真实情况(事件发生和不发生)的预估.随着"证

据" (样本)的不断到来?贝塔分布的参数值从 α， b 变化为 α +mx ， b+m-m元，

且 α/(α +b) 将随着 m 的增大趋近于1n努利分布的真实参数值 X. 显然，使用共

辄先验之后，只需调整 α 和 b 这两个预估值即可方便地进行模型更新.

(,3 KL散度

KL散度(Kullback-Leibler divergence)，亦称相对情(relative entropy)或信

息、散度(information divergence)，可用于度量两个概率分布之间的差异.给定两

个概率分布 P 和 Q， 二者之间的KL散度定义为

这里假设两个分布均为 f'~O I \ L _ p( x) 
连续型概率分布;对于离 KL(PIIQ) = I p(x) log 一--: dx (C.34) 
散型概率分布，只需将定 j一∞ q(x) 
义中的积分替换为对所有

离散值遍历求和 其中 p(x) 和 q(x) 分别为 P 和 Q 的概率密度函数.

度量应满足四个基本性

质，参见9 ， 3节

KL散度满足非负性7 即

KL(PIIQ) 注 0 ，

当且仅当 P=Q 时 KL(PIIQ) 二 O. 但是， KL散度不满足对称性，即

KL(PIIQ) 并 KL(QIIP) , 

因此， KL散度不是二个度量(metric).

若将KL散度的定义(C.34)展开，可得

叫|阳Q)=ι纠帅州川♂叫州)川l喇x)灿d由Z 汇仰川)川l

(C.35) 

(C.36) 

=一H(P) + H(P, Q)卜， (C.37η ) 

其中 H(P) 为:脑 (entropy) ， H(P, Q) 为 P 和 Q 的交叉情(cross er山opy). 在信
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息论中，恼 H(P) 表示对来自 P 的随机变量进行编码所需的最小字节数，而交

叉娟 H(P， Q) 则表示使用基于 Q 的编码对来自 P 的变量进行编码所需的字节

数.因此， KL散度可认为是使用基于 Q 的编码对来自 P 的变量进行编码所需

的"额外"字节数;显然?额外字节敖必然非负3 当且仅当 P=Q 时额外子节

数为零.





后记

写作本书的主因，是 2016 年准备在南京大学开设"机器学习"课.十五年前笔者曾主张开设此

课，但那时国内对机器学习闻之不多?不少人昕到这个名字的第一反应是"学习什么机器?"学校估

计学生兴趣不大，于是笔者开设了"数据挖掘"这门名字昕上去就觉得很有用的课.被评为省优秀

研究生课程后，又给本科生单开了一门"数据挖掘导论"这两门课很受欢迎，选修学生很多，包括

不少外来蹭昕生.虽然课上有一多半其实在讲机器学习，但笔者仍一直希望专开一门机器学习课，

因笔者以为机器学习迟早会变成计算机学科的基础内容.

图灵奖得主E. W. Dijkstra 曾说"计算机科学并不仅是关于计算机，就像天文学并不仅是关于

望远镜"正如天文学早期的研究关注如何制造望远镜，计算机科学早期研究是在关注如何令计算

机运转.到了今天?建造强大的天文望远镜虽仍重要，但天文学更要紧的是"用"望远镜来开展研

究.类似地，计算机科学发展至今，也该到了从关注"造"计算机转入更关注"用"计算机来认识

和改造世界的阶段，其中最重要的无疑是用计算机对数据进行分析，因为这是计算的主要目的，而

这就离不开机器学习.十多年前在国内某次重要论坛上笔者刚抛出此观点就被专家迎头指斥， {旦今

日来看，甚至很多计算机学科外人士都己对机器学习的重大价值津津乐道，现在才开设机器学习基

础课似乎已有点嫌晚了.

1995 年在南大图书馆偶然翻看了《机器学习:通往人工智能的途径)) ，这算是笔者接触机器学

习的开始.那时机器学习在国内问津者寥，甚至连科研人员申请基金项目也无合适代码方向可报.

周边无专家可求教，又因国内科研经费匮乏而几无国际交流，加之学校尚无互联网和电子文献库7

能看到的最新文献仅是两年前出版且页数不全的某 IEEE 汇刊……可谓举步维艰，经历的困惑和陷

阱不可胜数.笔者切身体会到，入门阶段接触的书籍是何等重要，对自学者尤甚.一本好书能让人少

走许多弯路，材料不佳则后续要花费数倍精力方能纠偏.中文书当然要国人自己来写.虽已不需靠

"写书出名"，且深知写教科书极耗时间精力，但踌躇后笔者仍决定动于写这本书，唯望为初学者

略尽绵薄之力.

有人说"一千个人眼中就有一千个哈姆雷特" 一个学科何尝不是如此.之所以不欲使用市面

上流行的教科书(主要是英文的)，除了觉得对大多数中国学生来说中文教科书更便于学习，另一个

原因则是希望从笔者自己的视角来展现机器学习.

2013 年中开始规划提纲，由此进入了焦躁的两年.该写哪些内容、先写什么后写什么、从哪个

角度写、写到什么程度，总有千丝万缕需考虑.及至写作进行?更是战战兢兢，深恐不慎误人子弟，

写书难，写教科书更难.两年下来?甘苦自知.f曰"取乎其上，得乎其中;取乎其中，得乎其下"

且以顶级的态度，出一本勉强入得方家法眼之书.
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本书贯穿以西瓜为例?一则因为瓜果中笔者尤喜西瓜，二则因为西瓜在笔者所生活的区域有个

有趣的蕴义.朋友小聚、请客吃饭，菜已全而主未知，或慎未齐而人待走，都挺尴尬.于是聪明人发

明了"潜现刷"席终上西瓜.无论整盘抑或小碟，宾主儿瓜歪，则心领神会准备起身，皆太欢喜.

久而久之，无论菜肴价格贵贱、场所雅鄙，宴必有西瓜.若将宴席比作(未来)应用系统，菜肴比作所

涉技术，则机器学习好似那必有的西瓜，它可能不是最"高大上"的，但却是离不了的、没用上总

觉得不甘心的.

本书写作过程从材料搜集，到习题设计，再到阅读校勘，都得到了笔者的很多学生、同事和学

术界朋友的支持和帮助，在此谨列出他们的姓名以致谢意(姓氏拼音序):陈松灿?戴望州，高阳，高

尉，黄圣君，黎铭7 李楠，李武军，李宇峰?钱超?王魏，王威廉，吴建鑫，徐森，俞扬，詹德川 1 ，张利军，

张敏灵，朱军.书稿在 LAMDA 组学生 2015 年暑期讨论班上试讲，高斌斌、郭翔字、李绍园、钱

?鸣、沈芷玉、叶翰嘉、张腾等同学又帮助发现了许多笔误.特别感谢李楠把笔者简陋的手绘图转变

为精致的插图，俞扬帮助调整排版格式和索引，刘冲把笔者对封面设计的想法具体表现出来.

中国计算机学会终身成就奖得主、中国科学院院士陆汝铃先生是我国人工智能事业的开拓者

之一，他在 1988 年和 1996 年出版的《人工智能)) (上、下册)曾给予笔者很多启发.承蒙陆老师厚

爱在百忙中为本书作序，不胜惶恐之至.陆老师在序言中提出的问题很值得读者在本书之后的进阶

学习与研究中深思.

感谢清华大学出版社薛慧老师为本书出版所做的努力.十二年前笔者入选国家杰出青年科

学基金时薛老师即邀著书，笔者以年纪尚轻、学力未逮婉辞.十年前"机器学习及其应用"研讨

会(MLA)从陆汝特院士肇始的复旦大学智能信息处理重点实验室移师南京，参会人数从复旦最初的

20 人?发展到 2010 年 400 余人，此后在清华、复旦、西电达 800 余人，今年再回南大竟至 1300 余

人，场面热烈. MLA 倡导"学术至上、其余从简

很多感兴趣的师生囡旅费不菲而难以参加.于是笔者提议每两年以《机器学习及其应用》为题出版

一本报告选集以飨读者.这个主意得到了薛老师、陆老师以及和笔者一起长期组织 MLA、去年因

病去世的王玉王老师的大力支持.此类专业性学术文集销量不大，出版社多半要贴钱.笔者曾跟薛老

师说，自著的第一本中文书必交由薛老师在清华出版，或可稍为出版社找补.转眼《机器学习及其

应用》系列己出到第六本7 薛老师或以为十年前是玩笑话，某日告之书快完稿时她蓦然惊喜.

最后要感谢笔者的家人，本书几乎耗尽了两年来笔者所有的节假日和空闲时间.写作时垂署犬

于常跑来案边，不是问"爸爸去哪儿?"而是看儿眼然后问"爸爸你又写了几页?"为了给他满意的

答复?笔者埋头努力.

用志华

2015 年 11 月于南京渐宽斋
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目 IJ 昌

这是一本面向中文读者的机器学习教科书，为了使尽可能多的读者通过本书对机器学习有所了

解，作者试图尽可能少地使用数学知识.然而，少量的概率、统计、代数、优化、逻辑知识似乎不可

避免.因此?本书更适合大学三年级以上的理工科本科生和研究生，以及具有类似背景的对机器学习

感兴趣的人士.为j-f便读者，本书附录给出了」些相关数学基础知识简介.

全书共 16 章，大体上可分为 3 个部分:第 1 部分包括第 1"，，3 章，介绍机器学习基础知识;第 2 部

分包括第 4rvlQ章，介绍一些经典而常用的机器学习方法;第 3 部分包括第 llrv16 章?介绍一些进阶

知识.前 3 章之外的后续各章均相对独立读者可根据白己的兴趣和时间情况选择使用根据课时情

况，一个学期的本科生课程可考虑讲授前 9 章或前 10 章;研究生课程则不妨使用全书.

书中除第 1 章外，每章都给出了十道习题.有的习题是帮助读者巩固本章学习，有的是为了引导读

者扩展相关知识.一学期的一般课程可使用这些习题，再辅以两到二个针对具体数据集的大作业.带

星号的习题则有相当难度，有些并无现成答案，谨供富有进取心的读者启发思考.

本书在内容上尽可能涵盖机器学习墓础知识的各方面?但作为机器学习入门读物且因授课时间的

考虑?很多重要、前沿的材料未能覆盖?即使覆盖到的部分也仅是管中窥豹，更多的内容留待读者在

进阶课程中学习.为便于有兴趣的读者进一步钻研探索?本书每章均介绍了一些阅读材料， ì革供读者

参考.

笔者以为?对学科相关的重要人物和事件有一定了解，将会增进读者对该学科的认识.本书在每

章最后都写了一个与该章内容相关的小故事，希望有助于读者增广见闻，并且在紧张的学习过程中稍

微放松调剂→下.

书中不可避免地涉及大量外国人名，若全部译为中文，则读者在日后进一步阅读文献时或许会对

不少人名产生陌生感，不利于进一步学习.因此，本书仅对一般读者耳熟能详的名字如"图灵"等加

以直接使用，对故事中的一些主要人物给出了译名，其他则保持外文名.

机器学习发展模迅速，目前己成为二个广袤的学科?罕有人士能对其众多分支领域均有精深理解.

笔者白认才疏学浅7 仅略知皮毛，更兼时间和精力所限，书中错谬之处在所难免，若蒙读者诸君不吝告

知7 将不胜感激.

周志华

2015 年 6 月
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在人工智能界有一种说法?认为机器学习是人工智能领域中最能够体现智能的一个分支.从历史

来看?机器学习似乎也是人工智能中发展最快的分支之一.在二十世纪八十年代的时候，符号学习可

能还是机器学习的主流，而自从二十世纪九十年代以来，就一直是统计机器学习的天下了.不知道是

否可以这样认为:从主流为符号机器学习发展到主流为统计机器学习?反映了机器学习从纯粹的理论

研究和模型研究发展到以解决现实生活中实际问题为目的的应用研究，这是科学研究的一种进步有

关机器学习的专著国内出版的不是很多.前两年有李航教授的《统计学习方法》出版，以简要的方式

介绍了一批重要和常用的机器学习方法.此次周志华教授的鸿篇巨著《机器学习》则全面而详细地介

绍了机器学习的各个分支7 既可作为教材，又可作为自学用书和科研参考书.

翻阅书稿的过程引起了一些自己的思考，平时由于和机器学习界的朋友接触多了，经常获得一些

道听途说的信息以及专家们对机器学习现状及其发展前途的评论.在此过程中，难免会产生一些自己

的疑问.我借此机会把它写下来放在这里，算是」种"外行求教机器学习"

问题一:在人工智能发展早期，机器学习的技术内涵几乎全部是符号学习.可是从二十世纪九十

年代开始7 统计机器学习犹如一匹黑马横空出世，迅速压倒并取代了符号学习的地位.人们可能会闷:

在满目的统计学习期刊和会议文章面前，符号学习是否被彻底忽略了?官还能成为机器学习的研究对

象吗?它是否将继续在统计学习的阴影里生活并苟延残喘?对这个问题有三种可能的答案:一是告诉

符号学习"你就是该退出历史舞台，认命吧!"二是告诉统计学习"你的一言堂应该关门了!"单纯

的统计学习已经走到了尽头，再想往前走就要把统计学习和符号学习结合起来.三是事物发展总会有

"三十年河东，三十年河西"的现象，符号学习还有"翻身"的日子.第一种观点我没有听人明说过?

但是我想恐怕有可能已经被许多人默认了.第二种观点我曾昕王理教授多次说过.他并不认为统计学

习会衰退?而只是认为机器学习已经到了一个转折点?从今往后，统计学习应该和知识的利用相结合，

这是一种"螺旋式上升，进入更高级的形式"，否则，统计学习可能会停留于现状而止步不前，王汪教

授还认为:进入转折点的标志就是 Koller 等的《概率图模型》一书的出版.至于第三种观点，恰好我

收到老朋友，美国人工智能资深学者、俄亥俄大学 Chandrasekaran 教授的来信，他正好谈起符号智能

被统计智能"打压"的现象，并且正好表达了河东河西的观点我请求他允许我把这段话引进正在撰

写的序言中?他爽快地同意了，仅仅修改了几处私人通信的口吻.全文如r: "最近几年，人工智能在

很太程度上集中于统计学和大数据.我同意由于计算能力的太幅提高，这些技术曾经取得过某些令

人印象深刻的成果.但是我们完全有理由相信，虽然这些技术还会继续改进、提高，总有一天这个领

域(指 AI)会对它们说再见，并转向更加基本的认知科学研究.尽管钟摆的摆回去还需要一段时间?我
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相信定有必要把统计技术和对认知结构的深刻理解结合起来"看来， Chandrasekaran 教授也并不认

为若干年以后 AI 真会回到阿西，他的意见和王压教授的意见基本一致，但不仅限于机器学习，而是涉

及整个人工智能领域.只是王在教授强调知识，而 Chandrasekaran 教授强调更加基本的"认知"

问题二:王E教授认为统计机器学习不会"一路顺风"的判据是:统计机器学习算法都是基于样

本数据独主同分布的假设.但是自然界现象千变万化，王在教授认为"哪有那么多独立同分布?"这

就引来了干一个问题"独立同分布"条件对于机器学习来讲真是必需的吗?独立同分布的不存在一

定是一个不可逾越的障碍吗?无独立同分布条件下的机器学习也许只是一个难题，而不是不可解问

题.我有一个"胡思乱想"，认为前些时候出现的"迁移学习"也许会对这个问题的解决带来一线曙

光.尽管现在的迁移学习还要求迁移双方具备"独立同分布"条件，但是不同分布之间的迁移学习，

同分布和异分布之间的迁移学习也许迟早会出现?

问题三:近年来出现了一些新的动向，例如"深度学习"、 "无终止学习"等等，社会上给予了

特别关注?尤其是深度学习.但它们真的代表了机器学习的新的方向吗?包括本书作者周志华教授在

内的一些学者认为:深度学习掀起的热潮也许大过它本身真正的贡献，在理论和技术上并没有太多的

创新，只不过是由于硬件技术的革命，计算机的速度大大提高了，使得人们有可能采用原来复杂度很

高的算法，从而得到比过去更精细的结果.当然这对于推动机器学习应用于实践有很大意义.但我们

不禁要斗胆问 句:深度学习是否又要取代统计学习了?事实上7 确有专家已经感受到来自深度学习

的压力，指出统计学习正在被深度学习所打压，正如我们早就看到的符号学习被统计学习所打压.不

过我觉得这种打压还远没有强大到像统计学习打压符号学习的程度.这一是因为深度学习的"理论创

新"还不明显;二是因为目前的深度学习主要适合于神经网络，在各种机器学习方法百花盛开的今天，

它的应用范圃还有限，还不能直接说是连接主义方法的回归;三是因为绩计学习仍然在机器学习中被

育效地普遍采用，"得道多助

问题四旺:机器学习研究出现以来'我们看到的主主罩耳是从符号方法到统计方法的演变，用到的数学主

要是概率统计.但是7 数学之大，就像大海.难道只有统计方法适合于在机器学习方面应用吗?当然，

我们也看到了一些其他数学分支在机器学习七的应用的好例子?例如微分几何在流形学习上的应用，

做分方程在归纳学习上的应用.但如果和统计方法相比，它们都只能算是配角.还有的数学分支如代

数可能应用得更广，但在机器学习中代数一般是作为基础工具来使用7 例如矩阵理论和特征值理论.

又如微分方程求解最终往往归结为代数问题求解.官们可以算是幕后英雄"出头露面的是概率和统

计?埋头苦干的是代数和逻辑

论昵?在这方面?流形学习己经"有点意思"了，而彭实戈院士的倒排随机微分方程理论之预测金融

走势，也许是用高深数学推动新的机器学习模式的史好例子.但是从宏观的角度看?数学理论的介入

程度还远远不够.这里指的主要是深刻的、现代的数学理论，我们期待着有更多数学家的参与，开辟

机器学习的新模式、新理论、新方向.
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问题五·上一个问题的延续:符号机器学习时代主要以离散方法处理问题，统计机器学习时代主

要以连续方法处理问题.这两种方法之间应该没有一条鸿沟.流形学习中李群、李代数方法的引入给

我们以很好的启示.从微分流形到李群，再从李群到李代数，就是一个沟通连续和离散的过程.然而?

现有的方法在数学上并不完美.浏览流形学习的文献可知，许多论文直接把任意数据集看成微分流形，

从而就认定测地线的存在井讨论起降维来了这样的例子也许不是个别的，足可说明数学家介入机器

学习研究之必要.

问题六:大数据时代的出现，有没有给机器学习带来本质性的影响?理论上讲，似乎"大数据"给

统计机器学习提供了更多的机遇，因为海量的数据更加需要统计、抽样的方法.业界人土估计，大数

据的出现将使人工智能的作用更如突出.有人把大数据处理分成三个阶段:收集、分析和预测.收集

和分析的工作相对来说已经做得相当好了，现在关注的焦点是要有科学的预测，机器学习技术在这里

不可或缺这一点大概毋庸置疑.然而，同样是使用统计、抽样方法?同样是收集、分析和预测，大数

据时代使用这类方法和以前使用这类方法有什么本质的不同吗?量变到质变是辩证法的→个普遍规

律.那么，从前大数据时代到太敖据时代，数理统计方法有没有发生本质的变化?反映到官们在机器学

习上的应用有无本质变化?大数据时代正在呼唤什么样的机器学习方法的产生?哪些机器学习方法

又是由于大数据研究的驱动而产生的呢?

以上这些话也许说得远了，我们还是回到本书上来.本书的作者周志华教授在机器学习的许多领

域都有出色的贡献，是中国机器学习研究的领军人物之→，在国际学术界有着很高的声誉.他在机器

学习的一些重要领域，例如集成学习、半监督学习、多示例和多标记学习等方面都做出了在国际上有

重要影响的工作，其中一些可以认为是中国学者在国际上的代表性贡献.除了自身的学术研究以外，

他在推动中国的机器学习发展方面也做了许多工作.例如他和不久前刚过世的王臣教授从 2002 年开

始，组织了系列化的"机器学习及其应用"研讨会.初在复旦，后移至南大举行，越办越兴旺，从单一

的专家报告发展到专家报告、学生论坛和张贴论文三种方式同时举行，参会者从数十人发展到数百

人，活动搞得有声有色，如火如荼.最近更是把研讨会推向全国高校轮流举行.他和王臣教授紧密合

作?南北呼应，人称"南周北王"王旺教授的离去使我们深感悲伤.令我们欣慰的是国内不但有周志

华教授这样的机器学习领军人物，而且比周教授更年轻的许多机器学习青年才俊也成长起来了.中国

的机器学习大有希望.

怯访始
中国科学院数学与系绕科学研究院

2015 年 8 月于北京
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主要符号表

标量

向量

变量集

矩阵

单位阵

样本空间或状态空间

概率分布

数据样本(数据集)

假设空间

假设集

学习算法

行向量

列向量

向量或矩阵转置

集合

集合{…}中元素个数

Lp 范数， p 缺省时为 L2 范数

概率质量函数，条件概率质量函数

概率密度函数，条件概率密度函数

函数 f(.) 对·在分布 ÐT的数学期望;意义明确时将
省略 Ð 和(或) . 

上确界

指示函数，在-为真和假时分别取值为 1 ， 0

符号函数?在.<队之二 0， > 0 时分别取值为 1, 0, 1 
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